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AVERTISSEMENT. 


Ijes matériaux qui ont servi a la compo- 
sition de ce Traité, étaient rassemblés de- 

}<■» ■ 

puis long-tems. Il ne s’agissait plus que 
de choisir ceux qui paraîtraient les plus 
propres il remplir mes vues, et de les dis- 
poser dans un ordre convenable , pour en 
former un ouvrage qui pût ptre publié 
avec quelque apparence d’utilité. Ce der- 
nier travail était aussi terminé depuis plu- 
sieurs années; mais des raisons particu- 
lières ne ni’ajant pas permis alors d’en 
faire part au public, je l’avais réservé pour 
mon usage particulier, afin d’j avoir re- 
cours au besoin dans l’exercice de mes fonc- 
tions. J’étais loin de vouloir changer de 
résolution, craignant, surtout, qu’on ne 
m’accusât d’angmenter sans nécessité le 
grand nombre de livres élémentaires, qui 
depuis quelque teins se succèdent les uns 
aux autres avec tant de rapidité. Cependant 


AVERTISSEMENT. 


») 

plusieurs Professeurs, dont je respecte les 
lumières , ayant pris connaissance de mon 
manuscrit, m’ont paru persuadés que sa 
publication pourrait être utile aux jeunes 
gens dont l’instruction dans cette partie 
des Mathématiques, leur était confiée. Ils 
pi’ontvivement pressé, et même à plusieurs 
reprises , de le faire connaître par la voie 
de l’impression. J’ai cru devoir à la fin 
céder à leurs instances réitérées : j’avoue 
qu’il ne fallait pas un motif moins puissant 
pour me faire prendre une détermination 
à laquelle je répugnais* naturellement 
Ainsi , si i’Ouvrage que je donne aujour- 
d’hui au public obtient , comme ils me 
l’ont fait espérer, quelque succès, c’est à 
leurs avis et à leur amitié que je le devrai, 
Ils voudront bien me permettre d’en con- 
signer ici d’avance les témoignages de mq 
sincère reconnaissance. 

> - ' 'fi 
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INTRODÜCTIO 



Définitions et Notions prélim, 


L > ; : J U ' .1 :f , 

A Mécanique est la science de l’équilibre et 
du mouvement. Le mqt mécanique vient du 
grec qui signifie machine; ce qui fait 

croire que dans son origine cette science devait 
se borner à la.eonnaissance, même assez impar- 
faite,, des machines; mais elle présente aujour- 
d’hui un champ beaucoup plus vaste, et on sait 
combien son domaine s’est agrandi par les nom- , 
breux travaux des savans géomètres ^qui ont 
illustré les siècles derniers, et dg ceux qui fon{ 
encore l’hoimeur de celuirci.. . 
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TRAITÉ 

Ce qu’on entend par corps en Mécanique est 
une substance étendue, impénétrable, au moins 
dans ses parties constituantes, et susceptible de 
recevoir toute espèce de forme et de mouvement. 

On Ÿa voir tout à l’heui‘e ce qu’on doit enten- 
dre par mouvenàent. 

L’existence d’un corps ne peut être séparée 
de celle du lieu qu’il occupe, c’est-à-dire, 
de la portion de l’espace avec laquelle il coïn- 
cide^ 

Deux corps "rie péuvenl occuper en même 
tems un même lieu ; et c’est en cela que consiste 
V impénétrabilité de la matière. 

Tout corps est solide ou fluide. 

Le corps solide est celui dont les parties 
constituantes sont tellement liées enlr’elles , 
qû’ellès né peùVent être séparées? sans un efibrt 
plus ou moins sériSiMé. Telles senties difiyrentes ’ 
espèc^ de bois-, dié métaux, etc. 

' Le cot^s fliri'de e^t Cdui dont les partibs cè- 
dent fScHemerit^ Ir leni* séparatiori’; elles ri’Ont - 
piiïrit par' êbriséquent-, ôü' du moiriîs^ elïés ’n’ont 
qué^ tf ès-peû d’âdhéiiericé entr’elles : tels sont 
l’air,' l’eau,- les gaz, etc. 

Le li^uvemertt consisté dans le pàsSage sûc^ 
céssif d’üri Eeii ëtt'rin autre. Ainsi il' ÿ a mou- 
vement dans nu coiq>s^, lorsque là- totalité ou 
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*jnelques-unes de ses parties occupent successi- 
vement difliérens points de l’espace. 

L’état de t'epos est opposé à celui de mouve- 
ment. 

Un corps est en repos, lorsque chacune de 
ses parties reste dans un même lieu. On juge 
qu’un corps est en repos, lorsqu’il na change pas 
de situation à Fégard d’un sjstèine ou assem- 
blage d’autres corps, supposés fixes ou iniino- 
biles dans l’espace. Par exemple, imaginez trois 
plans rectangulaires, qui passent par un point 
fixe et déterminé; une ‘molécule, tant qu’elle 
conserve la même distance respective à chacun 
de ces trois plans, reste en repos' Mais si le 
système est en mouvement, et que cependant la 
molécule conserve toujoux’S à’soh égard la même 
situation, elle n’est plus en repos que relative- 
ment au système ;'car il est évident qu’elle ne 
peut rester dans la même position à son égard,* 
sans occuper successivement différais points de 
l’espace absolu. Ceci nous donne l’occasion de 
distinguer deux sortes de mouvement', et de 
repos, et même de lieu. L’unesl absolu et l'autre 
relatif. Supposez, par exemple, un homme assis 
tranquillement dans une voiture ou dans un ba- 
teau en mouvement, il estclalrqu’ilést en repos 
et dans le mêwe lieu à l’égard dé la voiture ou 
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du bateau; cependant il est mu dans l’espace^ 
et change de lieu continuellement à l’égard des 
« objets extérieurs, qui en sont indépendans. 

Le mouvement, eu égard seulement à la di- 
rection du mobile, est rectiligne ovi curviligne , 
selon qu’il se fait en ligne droite ou en ligne 
courbe. Celui qui se fait tantôt en ligne droite ^ 
tantôt en ligne courbe, peut s’appeler mixü~^ 
ligne. 

Le mouvement considéré par rapport à la 
manière dont l’espace est parcouru, estunifoime 
ou varié. Le mouvement est uniforme , si le mo- 
bile dans des lems égaux pris à volonté parcourt- 
des espaces égaux. Alors on appelle vitesse l’esr. 
pace parcouru dans l’unité de tems qu’on s’est; 
choisie, et qui est ordinairement la seconde. 

La vitesse suppose, comme on voit, uo 
espace réellement parcouru , ou qui du moins 
peut être parcouru d’un mouvement uniforme. 

Le mouvement est varié, lorsque le mobile 
dans des tems égaux parcourt des espaces in-* 
égaux. 11 peut l’être d’une infinité, de manières; 
dans cé cas, l’espace parcouru pendant l’unité 
de tems n’est plus propre à' exprimer la vitesse 
du mobile. 

On force Gti puissance tout ce qui 

4 ueut ou tend à xuouvoir un corps. Ainsi TeiTet 
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dune force appliquée à un point mobile est 
de lui donner du mouvement, s’il n’est pas 
arrêté par quelque obstacle. 

li'équihbre est l’état d’un corps sollicité au 
mouvement par plusieurs forces qui se détrui- 
sent mutuellement. On volt par là que l’idée de 
l’équilibre suppose la coexistence de plusieurs 
forces dont les effets se contrebalancent ou s’a- 
néantissent; ce que ne suppose pas essentielle- 
ment l’idée de repos. 

Le mouvement considéré par rapport à la 
cause qui le produit, est simple ou composé y 
selon qu’il est l’effet d’une force unique ou de 
la combinaison de plusieurs forces. 

DE LA DIVISION DE LA MÉCANIQUE. 

La Mécanique, prise dans l’acception la plus 
générale, comprend deux parties principales, la 
Mécanique y proprement dite, €i\' Hydraulique ^ 

La première considère les corps solides; la 
seconde les corps fluides. 

Chacune de ces parties principales se sous- 
divise en deux autres. 

Ainsi la Mécanique y proprement dite, com- 
prend : 


>des corps solides. 
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'LaStatique^'’^, quiapour^ 
objet l’équilibre 

La Dynamique qui a| 
pour objet le mouvement 
' U Hydraulique comprend de même deux 

parties : 

U Hydrostatique ^ qui a J . 

pour oliet réqulllbre f 

Hydro-dynamique^ qui | ^ 

à pour objet le mouvement j 


t') 'S.m'tiM signifie en grec 1 art de peser. 

Ce mot vient dugreç/wr«t/*/f qui signifie puissance, 
ffydraulique yient du mot ÿcec- vtftivMt , eau son- 
nante, formé de uJ'op eau et de wjh.t( , flûte; parce 
que chez les anciens l’Hydraulique n’était que la science 
qui enseignait à construire des jeux d’orgue, et qu’on s® 
serrait au lieu de soufflets, d’nne chute d’eau pour y fair® 
entrer le vent et les faire sonner. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Principes de Statique. 

La Statique, comme on l’a vu dans l’Introduc- 
tion J a pour objet l’équilibre des corps soMes. 
On peut tirer sa dénomination du latin stare , 
qui signifie s' arrêter y être en repos y parce qu’en 
eflét l’équilibre produit le. repos, quoiqu’il y 
iait dans un corps en équilibre une tendance 

< T. * ' 

au mouvement. 

Ijes forces ou puissances , car ces deux termes 
sont synonimes , éUint capables d’augmentation 
et de diminution , peuvent être exprimées , 
comme tout ce qui est quantité , piar des nom- 
bres ou par des lignes droites. Ces dernières 
ont l’avantage de pouvoir représenter à la fois 

les grandeurs pl'lâs directions des forces.' 

■ ... : ■ . ; > J . 

■ . . . • 

if ■' 

Deuy f<nrces appliquées' à un point mobile 
, et dont les exceptions coïncideiit, doivent s’a- 
jouter; c’est-à-dire que le point spr lequel elles 
agissent,’ est dans le même cas; que s’il étsit 
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sollicité au mouvement suivant la même direc- 
tion par une force unique égale à leur somme. 
Si deux forces dont les directions coïncident 
doivent «'ajouter , il est clair que la même chose 
aura lieu pour un plus grand nombre de forcest 

II. 

Un mobile ne peut aller par deux roules 
diflerentes en même tems. 

, 111 . ‘ - ■ ' 

Deux forces égales et directement opposées 
qui agissent sur une même molécule, se font 
équilibre, puisqu'il n’y a pas de raison pour 
que l’une l’emporte sur l’autre, et. que d’ailleurs 
la molécule ne pourrait obéir à l’une et à l’autrç 
'sans aller par deux chemins à la fois. 

. » «■ 

Si deux forces directement opposées qui solli- 
citent un point mobile au mouvement sont iné- 
gales, ce point tendra’ à se mouvoir, et sera 
nui réellement, (s’il est libre, comme s’il était 
sollicité par une force unique, égale à l’excès 
de la plus ' grande sur la plus petite , et qui 
agirait dans le sens de la plus grande. 


\ 
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V. 

En général, quel que soit le nombre de forces 
qui agissent sur un point mobile, si leurs direc- 
tions coïncident, ce point sera dans le même 
cas que s’il était sollicité par deux forces , 
jiont l’une serait égale à la somme des forces 
qui agissent dans un sens, et Taulre égale à 
la somme des forces qui agissent en sens con- 
traire ; et par conséquent , le mobile pourra 
’ encore être considéré comme soumis à l’action 
d!une force unique, égale à la différence de 
"'ces deux dernières sommes. 

Tï. ~ 

Quel que soit le nombre , et quelles que soient 
les directions de plusieurs forces qui sollicitent 
un point mobile au mouvement, comme ce 
• mobile ne peut suivre qu^une' route à la fols, 
il existe toujours une force unique en vertu 
de laquelle le point serait mu, ou tendrait à 
se. mouvoir de la même manière qu’avec le 
concours de toutes les autres. Celte force. uni- 
que est dite la Résultante des autres forces qui, 
par rapport à elle, prennent le nom de Coti' 
posantes. s 
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VU. 

L’ëquilibre a lieu entre plusieurs forces, lors- 
que l’une d’elles est égale et directement op- 
posée à la résultante de toutes les autres, ou, 
plus généralement, lorsque la résultante de 
quelques-unes de ces forces est égale et direc- 
tement opposée à la résultante des autres. 

Il suit de ce principe, que toutes les fois 
que l’on connaît la résultante d’un système de 
forces , il suffit pour empêcher le mouvement, 
de lui opposer directement nne force égaler 
ou de placer sur sa direction un obstacle capable 
de résister à son action. 

VIII. 

Réciproquement, si l’équilibre a lieu entre * 
plusieurs forces, l’une d’elles prise à volonté, 
doit être égale et directement opposée à la 
résultante de toutes les autres; ou, plus géné- 
ralement , la résultante de quelques-unes de ces 
forces prises arbitrairement , est égale et direc- 
tement opposée à la résultante des autres. 

9 

IX. 

lorsque les molécules, ou parties consti- 
tuantes d’un corps sont liées invariablement 
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lôs unes aux autres, on peut prendre pour point 
d’application d’une force tel point de sa direc- 
tion qu’on voudra. Car le point auquel la force 
est appliquée, ne peut se mouvoir sans entraîner 
dans le même sens tous les points contigus qui 
se trouvent sur la direction de cotte force. 

X. 

Lorsque des forces agissent sur un point mo- 
bile, et que deux ou plusieurs d’entr’elles se font 
équilibre, l’état de ce point, quant au mouve- 
ment, est le même que s’il était sollicité seule- 
ment parles forces restantes, car l’effet des pre- 
mières étant nul , il n’en peut résulter aucun 
changement dans celui que doivent produire 
les autres indépendamment des forces dé- 
truites. 

PROPO’SITION I. 

1 . Deux forces soit égales , soit inégales , dont 
les directions y prolongées s' il est nécessaire , con- 
courent en un point y ont une résultante qui ne 
peut être nulle; et la direction de cette résultante 
est toute entière dans le plan des deux compo- 
santes. 

Soient deux forces P et Q (fig. i), dont les 
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directions concourent au point Af en formant 
1 angle arbitraire PAQ. 

I*. Si les forces P et Q araient une résultante 
bulle) elles se feraient équilibre; mais si elles 
se fesaient équilibre , en ajoutant une troisième 
force P' égale et directement opposée à la force P, 
le point mobile A obéirait à l’action de la force 
P' (x)) et serait mu suivant AP'. D’ailleurs les 
forces P et P' étant égales et directement op- 
posées, doivent se faire équilibre; le point 
mobile A devrait donc aussi obéir à l’action 
de la force Q et se mouvoir suivant AQ. Le 
point A serait donc mu en même tems suivant 
AP' et suivant AQ ; ce qui est impossible. Donc 
la résultante des deux forces P et Q , dont les 
directions concourent au point A en fesant 
un angle quelconque PAQ, ne peut pas êtrs 
nulle. 

a*. Ladirection de la résultante doitse trouver 
toute entière dans le plan des deux composantes 
P et Q; car si elle pouvait être située hors du 
plan, n’importe de quel côté, comme il y a 
nécessairement de l’autre côté une lignesembla- 
blement dirigée, il faudrait, tout étant égal de 
part et d’autre , que le point mobile pût prendre 
à la fois deux routes différentes; ce qui est 
absurde. ^ • 
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11 est visible aussi que deux forces égales ont 
une résultante qui partage également l'angleque 
forment leurs directions; car, tout étant égal 
de part et d’autre, la raison qu’on donnerait 
pour prouver qu’elle doit plus s’approcher de 
la direction d’une des composantes , pouiTait 
servir à prouver qu’elle doit aussi s’approcher 
davantage de la direction de l’autre ; d’où s’en- 
suivrait encore cette conséquenceabsurde, qu’un 
mobile pourrait se mouvoir en même tems sui- 
vant deux directions différentes. 

Ainsi deux forces égales P et Q (fig. 2 ) ont 
une résultante R dirigée suivant la droite AR, 
qui divise l’angle PAQ en deux parties égales-, 
car quoique son prolongement AR' soit situé 
de mêmesymétriquementpar rapport auxdroites 
AP, AQ; cependant on ne peut pas supposer que 
la résultante soit dirigée et agisse suivant AR'. 
En effet, si par le point de concours A, on 
imagine une perpendiculaire MN à la droite 
RR', les deux composantes P^ et Q tendant ici 
chacune en particulier, à abaisser de la même y 
manière le point mobile A au-dessous de MN, 
il serait absurde de supposer que l’action com- 
binée de ces mêqjes composantes tendit à l’élever 
au-dessus de MN suivant AR'. 

On verra de même facilement que si les com- 
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posantes P et Q sont inégales, leur résultante R 
sem dirigée suivant une droite située dans 
l’angle formé par leurs directions. [ J'indique- 
rai par (P, Q) cet angle, et en général une 
notation telle que celle-ci : (Y, Z ) représentera 
dans l’occasion l’angle que forment à leur point 
de concours les droites, ou les puissances dé- 
signées par Y et par Z. ] Car si on supposait que 
la force Q agît seule sur une molécule placée 
e"n A, il est clair que cette molécule serait mue 
suivant AQ; mais la force P ne peut que rap- 
procher de sa direction celle de la résultante R. 
Donc si on prolonge AQ vers Q', la résultante R 
ne peut tomber au-delà de QQ' vers P'; par la 
même raison si on prolonge AP vers P', on prou- 
vera que la résultante ne peut tomber au-delà 
de PP' vers Q'. Donc elle sera dirigée dans 
V angle (P, Q ) formé par les directions des com- 
posantes ^ 

An' reste' il est inutile d'avertir que cë' câis 
comprend 'celui où les composantes seraient 
^les: 

PROPOSITION II. 


a. Quéllés que Soient lagrandeùrét là position 
de la résultante dé déux forces , si <)«' augmènte 
QU si oh diminua l’une: de cei dernières , la 


Diorijed by Googli? 


DE STATIQÙE. l5 

ttouvelle résultànte formera un plus petit angle 
que la première avec la direction de la composante 
qui aura été augmentée, ou un plus grand angle 
avec la direction de celle qui aura été diminuée. 

Car supposons (Gg. 3) que la résultante R 
des forces P et Q soit dirigée suivant AR ; quelle 
qué soit sa grandeur, il estévident qu’on pourra 
là substituer aux deux composantes P et Q; 
Biais si on augmente une dé ces dernières , la 
force Q, par exemple, d’une quantité q , alors 
les forces R et ^ deviennent composantes à leur 
tour, et leur résultante R' sera une force dirigée 
dans l’angle (R, Q)'. Donc si on augmente une 
des composantes , la nouvelle résultante formera 
un plus petit angle que la première avec la direc- 
tion de la force augmentée. 

Là seconde partie de la proposition est une 
suite nécessaire de la première. 

VROPOSITIOK, 111. 

3. La résultante dè deux forcés quelconques ^ 
dont les directions concourent éri ùn point, est 
représentée tant pour sa direction que pour scé 
grandeur, par la diagonale d un pâràllélogrammé 
construit sur lés deux droites qui'^ pariànt dupoint 
de concours, expriment les directiàn's et les gran- 
deurs de ces forces. 
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1 *. Je dis que la résultante est dirigée suivant 
la diagonale. Il n’y a point de doute pour le 
cas où les deux forces sont égales. Supposons 
à présent qu’une des forces. Q ou AC soit 
double de la force P ou AB (fig. 4)* 
partage la force AC en deux autres AD , DG 
égales chacune à la force AB, la résultante des 
deux forces AB et AD sera donc dirigée suivant 
la diagonale AE du losange BADE: or, d’après 
ce qui a été dit ci-dessus (ix), on pourra la 
supposer appliquée à l’extrémité E de cette dia- 
gonale, et la remplacer par les deux forces 
qui l’ont produite , dont l’une, par conséquent, 
sera dirigée suivant BF, et l’autre suivant EG; 
et comme cette dernière peut être appliquée 
en D, elle se combinera avec son égale DCj 
d’où résultera une nouvelle force dirigée suivant 
la diagonale DF du second losange EDCF. Les 
deux forces primitives P et Q peuvent donc 
être remplacées par deux autres, l’une .dirigée 
suivant EF , et l’autre suivant DF. La résultante 
de celles-ci passe pai' le point F, qui est commun 
à leurs directions. D’ailleurs la résultante des 
premières passe par le point A. Donc enCn la. 
résultante des forces V et Q est dirigée suivant 
la diagonale du parallélogramme BACF . 

Un semblable procédé fait voir que si la force 

Q est 
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Q est égale à *5P, la résultante sera de même 
dirigée suivant la ^^onale du parallélogramme, 
dont les côtés re|^entent les grandeurs et les 
directions de ces forces. Il suffit, pour s’en 
convaincre , de jeter un coup d’œil sur la figure 
5, dans laquelle AF représente la direction de 
la résultante des forces AB = P, et AC = aP 
et CH la résultante des forces égales CF et CG. 

La meme démonstration a évidemment lieu 
pour les cas où Q = et par suite = 5P, 

= 6P , et ^n général = mV. Donc si les 

forces sont dans le rapport de i : m , ou de 
m : leur résultante sera dirigée suivant la 

diagonale du parallélogramme construit selon 
les règles qui viennent d’être prescrites. Mais 
cette construction et le raisonnement précédent 
font voir aussi que si la résultante estdirigée sui- 
vant la diagonale, lorsque les forces sont dans 
le rapport de /n : i , la même proposition est en- 
core vraie, lorsqu’elles seront dans le rapport de 
7 m: 2, de /«:3, dew:4, et en général dans le rap- 
port de m : n. Donc toutes les fois que les forces 
sont commensurables, leurrésultante estdirigée 
suivant la diagonale du parallélogramme conj,- 
truit comme nous venons de le dire. 

Il est inutile de rappeler que dans toutes ces dé-> 
monstrations, Ufautsupposerlespointsd’applica- 
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tion liés enlr'eux d’une manière fixe et invariable.' 
On 8e souviendra de cette ren^rque pour la suite.' 

Passons au cas où les forces seraient incom“ 
mensurables. Nous les représenterons par les 
droites AB, AG (fig- 6), et je dis que leur ré- 
sultante sera dirigée suivant la diagonale AD du 
parallélogramme ABDC. Car supposons qu’elle 
fut dirigée suivant AB' dans l’angle BAD , d« 
manière à rencontrer le côté BD en un point 
éloigné de D d’une quantité finie D'D. Par le 
point B' je mène la parallèle B' ^ la base DG. 
J’imagine ensuite le côté AB divisé en un nom- 
bre assez grand de parties égales , pour que 
l’une d’elles soit plus petite que la quantité finie 
CA'=DB'; il est clair que si on porte ces partie» 
égales sur l’autre côté AC , urïe des divisions 
au moins tombera entre A' et C en un point 
quelconque E; on aura donc une force Q'=AE 
plus grande que AA', et plus petite que AC, 
laquelle sera commensurable avec la force P.' 
Ainsi la résultante R' de P etdeQ' sera dirigée 
suivant la diagonale AF du parallélogramme 
construit sur les deux côtés AB , AE ; mais la 
fqrce Q éunt > Q', doit faire avec la résul- 
tante R de P et de Q un angle plus petit 
qu’avec R' (a) , et au contraire dans notre 
jbiypothèse elle formerait un angle plus grand. 
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La supposition que nous avons fuite est donc 
absurde. 

On prouvera par un l’aisonnement et par une 
ope'ration analogue que la résultante R ne peut 
pas être dirigée dans l’angle DAC; elle est donc 
dirigée suivant la diagonale AD. 

a”. La résultante de deux forces qui concourent 
en un point est représentée en grandeur par la dia- 
gonale du parallélogramme construit sur les droites 
qui expriment ces forces. 

Car, quelle que soit la résultante R (fig. 7), 
si on lui oppose en sens contraire une force 
égale R', le système des trois forces P, Q, R' 
sera en équilibre ^n); mais lorsqu’un système 
de forces est eu équilibre, une quelconque 
d’entr’elles peut être regardée comme égale 
ot directement opposée à la résultante des deux 
autres (vni). Ainsi dans le cas présent la force Q 
représentée par AC pourra être regardée comme 
égale et directement opposée à la résultante 
des forces P et R'; et par conséquent, si on 
prolonge CA d’une quantité AC' = AC, ou 
aura une force Q'=Q qui sera la résultante de P, 
dont la grandeur et la position sont données, et 
de R' dont la direction seulement est connue. 
Pour trouver la grandeur de celle-ci, je joins B 
et C' par une droite ; je mène parallèlement à 


AB la droite C'D' jusqu’à ce qu’elle rencontre 
le prolongement de DA en D'; et je dis que 
le prolongement AD' représente R'. En effet, 
si on prenait pour R' une quantité AG<CAD', 
en achevant le parallélogramme , la résultante 
Q' de P et de R' serait dirigée suivant la dia- 
gonale AH ; elle ne serait donc plus directement 
opposée à la force Qj ce qui ne peut pas etre. 
Par une raison semblable, on prouvera que R' 
ne peut pas être plus grande que AD', Donc 
j\'_ AD'; mais à cause des parallélogrammes 
ABC'D', ADBC', AD'=BC'=AD. Donc R=AD. 

Donc 2*. etc. a 

La proposition que nous -^nons de démon- 
trer est connue sous le nom de Principe du 
parallélogramme des forces. Elle est de la plus 
grande importance en Statique , et d’un usage 
très-étendu, comme on sera à portée d’en juger 
à mesure que nous avancerons. 

Remarque. On voit par les questions méca- 
niques d’Aristote , que ce principe était connu 
de son tems; la démonstration qu’il en donne 
est entièrement conforme à celle qu’on trouve 
dans beaucoup de traités publiés après lui. 
Daniel Bernoulli parait avoir donné le premier 
une démonstration rigoureuse de ce principe , 
fondée seulement sur l’Algèbre et sur la Géo- 


Digitized by GoogU 


De STATIQUE. 21 

inétrie ; mais on ne peut disconvenir qu’elle 
ne soit longue et un peu compliquée. On en 
trouve une autre un peu plus simple de Dalem- 
bert dans ses Opuscules mathématiques. Celle 
qui a été publiée dans les Mémoires de phi- 
losophie et de mathématiques de la Société de 
Turin, années 1760 et 1761, par M. le che- 
valier Daviet de Foncenex, est élégante etingé- 
nieuse. Elle présente une heureuse application 
des propriétés des séries récurrentes. Enfin 
ceux à qui le calcul infinitésimal est familier , 
liront avec intérêt celle que M. Laplace a mise 
à la tête de sa Mécanique céleste. 

Oh peut juger par ce seul exposé , de l’im- 
portance que les plus grands géomètres ont 
attachée à une démonstration rigoureuse de cette 
proposition. J’ai donné la préférence à celle 
qu’on vient de lire , parce qu’à cause de sa 
simplicité elle parait mieux convenir à un traité 
élémentaire, tel que celui-ci. La première idée 
en est due à M. Dtichayla , professeur distingué 
et recommandable par ses connaissances en 
mathématiques. 

4. Coroïlait'e I. Il suit de la proposition qui 
. vient d’être démontrée, qu’à deux forces con- 
courantes en un point , on peut substituer une 
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force unique représentée par la diagonale d’un 
parallélogramme construit sur les directions et 
avec les grandeurs des deux oomposantes, et que 
réciproquement on peut remplacer mie force 
par deux autres, en les représentant par les 
côtés contigus d’un parallélogramme dont la 
di^onale exprimerait la grandeur et la direction 
de la force proposée ; et comme rien n’empêche 
de décomposer chacune de ces dernières en 
deux autres, et de continuer indéfiniment une 
semblable décomposition, on voit combien on 
peut multiplier le hombre des forces compo- 
santes propres à produire le même effet qu’une 
force donnée. 

5. Corollaire II. Les deux composantes P, 
Q et leur résultante R (fig. 7 ) étant représentées 
respectivement par les droites AB , AC , AD , 
ou AB , BD , AD , il s’ensuit qu’elles sont entre 
elles comme les trois côtés du triangle ABD; 
mais' ces trois côtés sont entr’eux comme les 
sinus des angles qui leur sont opposés. Donc 
on aura 

P : Q : R :: sin ADB : sin BAD : sin ABD, 
ou, en faisant les substitutions convenables, 
et adoptant la notation que j’ai proposée ci- 
devant , 
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P : Q : R :: sîn(Q, R) ; sin(P, R) : sin(P, Q). 
Donc , si on veut comparer enlr’ elles deux 
quelconques de ces trois forces •, on voit qu’elles 
sont proportionnelles aux sinus des angles com- 
pris entre les directions des deux autres , cru 
en raison inverse des perpendiculaires abaissées 
sur leurs directions d’un point pris sur la direc- 
tion de la troisième; de sorte que si on désigne 
par P et par y les perpendiculaires abaissées 
d’un point de la résultante sur les directions 
des composantes P et Q, on aura 

P : Q :: 7 ; 7» , ou P/? — Q7. 

Ces lignes 73 et 7 étant égales ou proportion- 
nelles aux sinus des angles. 

6. Corollaire III. L’équilibre n’ayant lieu 
entre trois forces qn’autant que l’une d’elles 
est égale et directement opposée à la résultante 
des deux autres (viii), et d’ailleurs le sinus 
d’un angle étant égal à celui de son supplément,, 
on en conclut que si trois forces qui agissent 
sur un point mobile se font équilibre, elles sont 
entr’elles chacune comme le sinus des angles que 
forment les directions des autres ; ensorte que 
dans le cas d’équilibre entre les trois forces P, 
Q et R', on a 

? : Q : R' :: sin(Q, R') : sin (P, R') : sin(P,Q); 
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mais cette suite de quantités proportionnelles 

ne suffit pas pour l’équilibre. ^ 

7 . Si on veut appliquer le calcul aux questions 
relatives à la composition et à la décomposition 
des forces qui concourent en un point, il est 
clair que leur solution dépend des principes de la 
Trigonométrie plane, puisque les grandeurs et 
les directions de deux composantes et de leur ré- 
sultante sont données par les côtés et les angles 
d’un triangle rectiligne. La valeur, R de la résul- 
tante des forces P et Q, aura pour expression 

R = v/[P*4-Q-+PQ. cos(P,Q)]. 

PROPOSITION IV. 

S'. Si trois forces dont les directions concou- 
rent en un point sont représentées par les trois 
arêtes contiguës d'un parallélépipède ; leur résul^ 
tante le sera par >la diagonale menée du point 
dé concours au sommet de T angle opposé. 

" Soient les trois forces P, Q, S représentées 
par les trois arêtes contiguës AB, AC, AE 
(flg. 8 ) ; on pourra d’abord substituer aux deux' 
forces P et Q leur résultante représentée par 
la diagonale AD du parallélogramme ABDC (4);’ 
mais si par AD et par AE on fait passer un 
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plan, sa section avec le parallélogramme EFHG 
sera une droite EH égale et parallèle à AD. 

Donc EADH est un parallélogramme et la résul- 
tante des forces AD , AE sera exprimée par 
la diagonale AH de ce parallélogramme, la- 
quelle est en même tems la diagonale du paral- 
lélépipède. Donc si trois forces do^ les directions 
concourent etc. 

\ 

La valeur de la résultante des trois forces 
AB, AC, AE sera exprimée par • 

R = . cos(I?Q>+-aPSco8(P,S)-|-aQScos(Q,S)]. 

g. Celte proposition, par analogie avec^a 
précédente, pourrait s’appeler le Principe du 
parallélépipède des forces. Elle nous fait voir 
comment une force donnée peut être décom- 
posée en trois autres , et réciproquement com- 
ment on peut substituer une force unique à 
trois forces appliquées au même point. 

PROPOSITION V. 

, lo. Deux forces parallèles appliquées aux ex-* 
trémités dune droite inflexible ^ ont pour résul- 
tante une force qui est égale a leur somme et 
qui leur est parallèle. De plus ^ cette résultante 
divise la droite qui joint les points d application 
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des composantes en deux parties récipro<juement 
proportionnelles à ces forces. 

ï*. Soient les deux forces parallèles P et Q 
(fig. 9 ) appliquées l’une en A, l’autre en B, 
et représentées par les droites AG, BH. Pour 
trouver leur résultante , je prends sur AB une 
partie AM == K d’une grandeur arbitraire, et 
je construis le parallélogramme ACGM. De 
même à partir du point B, je prends sur AB, 
et en sens contraire de AM, la partie BM' 
=AM = K, et je cons|fuis le parallélogramme 
BDHM'. Cela posé, je puis substituer à la force P 
]«s deux forces AC, AM; et à la force Q les 
deux forces BD et BM'; mais les deux forces 
AM et BM' étant égales et agissant en sens 
contraire sur une même droite, se détruisent. 
L>a résultante des deux forces P et Q sera donc 
la même (x) que celle des deux farces AC et 
BD, ou de leurs égales IN, 10, appliquées au 
point de rencontre I de leurs directions. Sur 
IN et sur 10 je construis les parallélogrammes 
lENS, lE'OT, dont les côtés lE , lE' soient 
*’«ur une même ligne parallèle à AB; et les autres 
,IS, IT sur une ligne parallèle aux directions 
des forces proposées. Je substitue à la force 
IN les deux forces IS, lE, et à la force 10, 
les deux IT, lE'; mais à cause de l’égalité des 
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triangles ACG, INS, on a / 

IE=CG=K; et IS=AG=P. 

De même , à cause de l’égalité des triangles 
BHD, ITO, on a 

IE' = HD=s:K, et IT = BH = Q-, 

or lE , lE' se détruisent comme égales et direc- 
tement opposées. Restent donc les deux forces 
IS, rr, dont les directions coïncident, et qui, 
par conséquent, doivent s’ajouter (i). Donc i“ ta 
résultante R des deux forces P et Q est égale 
a leur somme, et sa direction est parallèle à celle 
des composantes. 

2*. Les triangles semblables GAG , AIF don- 
nent la proportion : 

AG : CG :: IF : AF, ou P : K :: IF ; AF. 

Par la même raison les triangles semblables 
DBH, BIF donnent cette autre proportion : 

K : Q : : BF : IF, 

d’où l’on tire, en les multipliant par ordre : 

P : Q BF : AF. 

Ce qui fait voir, 2* que la droite qui joint les 
points d' application de deux forces parallèles, 
est divisée par leur résultante en parties qui leur 
sont réciproquement proportionnelles. ‘ 
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Celle conséquence esl indépendante de la ,po- 
silion de la droile qui joinl les poinls d’appli- 
cation. Donc , si on désigne par p et par q les 
.distances AF, BF de ces points à celui par où 
passe la résultante; on aura les deux équations : 

R = P -H Q , . P;i = Qf . 

De la proportion P ; Q ^ on tire 

R:P:Q::(\B:BF:AF; 

ce qui nous apprend que la résultante et les 
deux composantes peuvent être représentées cha- 
cune respectivement par la partie de la droite 
comprise entre les points d’application des deux 
autres. 

Concluons de là, et de l’équation R=P+Q, 
qu’une force quelconque R peut être remplacée 
par deux autres P et Q parallèles à la première , 
pourvu que la somme de celles-ci soit égale 
à la proposée , et quelles soient de plus,' réci- 
proquement comme les distances de leurs points 
d’application à celui de leur résultante R. 

11. Nous avons supposé que les deux forces 
■parallèles P et Q agissaient dans le même sens ; 
supposons à présent qu’elles agissent en sens 
. contraire. Soit P > Q , j‘e remplace la première 
(fig. 10 ) par une force Q'= Q appliquée en B, 
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et une autre R = P — Q , appliquée au point F, 
déterminé par la proportion R ; Q AB : AF, 
dans laquelle les trois premiers termes sont 
donnés ; mais Q détruit son égale Q^ Il ne reste 
donc plus que la force R = P — Q pour la 
résultante des forces P et Q. Donc la résultante 
de deux forces parallèles ifui agissent en sens 
contraire y est égale à leur' différence; et passe 
au-delà de la plus grande par rapport à la plus 
petite. Si on désigne par p et par q les distances 
de leurs points d’application à celui de leur 
résultante, on aura , comme auparavant, 

P : Q :: 9 ou P/? = Qy. 

Donc en général on a 

^ ~ ^ I deux forces parallèles. 


On avait déjà pu remarquer (5) que pour 
deux forces dont les directions concourent en 
un point, on avait également P/? = Q^, ^ et ^ 
désignant les perpendiculaires abaissées d’un 
point de la résultante sur les com^i^santes. • ’ 

La considération de ces produits qui ont lieu 
dans les divers cas que nous avons traités, 
i\pus conduit naturellement à la théorie des 
mom'ens. 
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CHAPITRE II. 

Des Màmens. 

13 . On entend ici par le moment d’une force , 
le produit qui résulte de la multiplication de 
sa grandeur par la distance d’un point fixe à sa 
direction. On verra dans la suite ce que ce mot 
peut encore signifier. 

Nous venons de dire ( ii) que si d’un point 
pris sur la direction de la résultante de de.ux 
forces on abaisse une perpendiculaire sur cha- 
cune des directions de celles-ci , on obtient deux 
produits égaux en multipliant chaque force res- 
pectivement par la perpendiculaire abaissée sur 
sa direction; ce qui adonné, pour ce cas, 
un moment égal pour chacune des forces. On 
trouve de même que si d’un point pris sur la 
direction d’une des composantes , on abaisse 
des perpeodiculaires sur les directions de la 
résultante et de l'autre CQUiposantey les momeus 
de ces dernières forces sont égaux entr’eux. 
11 s’agit d’étendre ces considérations en prenant 
à volonté un point quelconque situé dans le plan 
des forces composantes. 
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Ce point est connu sous le nom de centre 
desmomens. Noussupposerons d’abordles forces 
parallèles , parce qu’il est &cile d’en conclure 
ce qui doit avoir lieu lorsqu’elles ont des di- 
rections quelconques. 

PROPOSITION VI. 

Le moment de la résultante de deux forces 
parallèles est égal à la somme ouàla différence 
des momens de ces forces. 

Supposons I* que les deux composantes P', P* 
agissent dans le même sens, et que par con- 
séquent leur résultante R = P' -f-P^; et plaçons 
d’abord le centre des momens en G (üg. ii) 
%«rs de l’espace compris entre les parallèles; 
enfin désignons par j?, x\ x' les distance» 
du point C aux directions des forces R, P^, P*, 
et par p, q les intervalles -compris entre les 
points d’application des composantes et celui 
de leur résultante. Cela posé, puisque 

R^F + P*, 

on aura aussi 

Rx = Fx -j- Fav 
Mais on a pour x ces deux valeurs 
1* xssx'-f-p» ar x^sf—q; 
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donc si on multiplie P' par la première valeur; 
et P* par la seconde, il viendra 

Rx= Yx' + Yp -f- PV— 

Mais 

(lo) Vp — P’y = o; 

donc 

(a) Ra: = P'a:'+P'j?'. 

Si nous transportons ensuite le centre des 
momens au point C' entre les directions des 
forces P' et R, il est évident que la première 
valeur de x deviendra p — a:, la seconde con«- 
servant pour ses deux termes le même signe 
qu’auparavant. Ainsi on aura pour ces deux, 
valeurs , • 

\‘x=zp—x'y 3* a: = JC* — y 

d’où l’on conclura , après avoir fait les substi- . 
tutioDS et les réductions. ; 

{b) Rjc=:P'a:^ — PV. ' 

Si on eût placé le centre des momens au point 
C* entre les directions des forces R et P*, il 
est clair qu’on aurait eu alors pour les deux 
valeurs de JC , 

i* jc = a/— a* x r—x*, 

ce 
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ce (|ui aurait n^onné pour le moment de la 
re'sul tante 

(c) Rx = F^' — P'a:'. 

Enfin on retrouvera la première équation (n^,’ 
si on transporte le centre des momens au-delà 
de P'. 

Supposons 2* que le^ forces parallèles agissent 
en sens opposé, et conservons les mêmes déno- 
minations que ci-dessus, nous aurons (fig. 12) 

K = F— P*. 

F étant supposée >P' et 

Ro: = P'x — P'x. • 

Dans ce cas la résultante R passe au-delà 
de la plus grande des composantes à l’égard de 
' la plus petite (i i) : si donc on prend le centre G 
des momens hors de l’espace compris entre 
les directions des trois forces, on aura 

l“, = yO, 2®. x'—x* — q. 

Par. conséquent , si on multiplie F par la pre- 
mière valeur, et P" par la seconde, et qu’on 
eiface les termes qui se détruisent, il viendra 

(«') Px^P’:x/—^x\ 

Si le centre des momens est placé en G' entre 
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les directions de R et de P', Mb valeurs de . 
seront 

1°. x=p — x', 2*. æ = q — ar'; 

c4 conse'quemment Kæ devient 

(b') Rx=:PV— Far'. 

Transportons enfin le centre des momcns en 
C* entre les directions^ dès composantes P', P*, 
à cause des valeurs suivantes de x : 

1 ®. ar = ^ + x'y 2 °. x — q — x" f 

on trouvera 

« 

(^0 Ra:=Fx +P'a:'; 

et si on transportait plus loin au-delà de P* 
le centre des momens, on retrouverait l’équa- 
tion (a')^ 

' i4> Corollaire. Si dans les différens cas que 
nous venons de parcourir^ et dont nous avons 
déduit les six équations (a), (è), (c); (a'),(i'), 
(c), on considère les points où les puissances 
sont appliquées, comme les extrémités de ligues 
Solides et inflexibles assujéties à tourner autoui* 
du centre des momens, on voit que chacune 
d’elles tend à produire autour de ce point un 
mouvement de rotation ; d’où l’on conclut que 
la moment de la résultante de deux forces paml- 
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ièîes est égal à la soinme des momens des compo- 
santes j lorsque celles-ci tendent à faire tourner 
dans le même sens leurs points d’application, et 
que dans le cas contraire, le moment de la résul- 
tante est égal à la différence des momens des com- 
posantes; savoir , au moment de la composante 
qui tend à produire un mouvement de rotation dans 
le même sens que la résultante . moins le moment 
de celle qui en produirait un en sens opposé. 

Les mêmes équations nous apprennent que les 
momens de signe semblable annoncent desmou- 
veraens de rotation dans le même sens autour du 
centre des momens, et les mometisde signe diffé- 
rent des mo uvem eus de rotation en sens con traire. 

i5. Il suit de ce qui précède, qu’en donnant 
aux quantités R, P', P*; or, x', x" les signe» qui 
leur conviennent, on pourra représenter par Içs 
équations suivantes, les circonstances relatives 
à la valeur et au moment de la résultante de 
deux forces parallèles : 

R = P' + P*, Rx = P V + P V. 

Le cas où les deux composantes seraient 
égales et agiraient en sens contraire, sans être 
directement opposées, aurait peut-être besoin 
de quelques éclaircissemens qu’on trouvera 
daus la suite. ^ 
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PROPOSITION VU.’ 

i6. En général, quel que soit le nombre de 
forces parallèles dirigées dans un même plan y 
I®. la résultante est égale à la somme algébrique 
de ces forces; c’est-à-dire y à la somme des forces 
qui agissent dans le même sens que la résultante , 
moins la somme de celles qui agissent en sens 
contraire, a*. Le moment de la résultante de ces 
forces est de même égal à la somme algébrique 
des momens des composantes, c’est-à-dire, à la 
somme des momens des forces, qui par leur po- 
sition et leur étirection donnent des produits de 
même signe que le moment de la résultante , moins 
la somnte des momens des autres forces qui 
dhftnent des résultats de signe contraire aux pre- 
miers. 

C’est une suite nécessaire de ce qui vient d’être 
exposé. Car i*. puisque pour deux forces P', 
P*, dont la résultante serait R', on a (i5) 
R'= P'-l- P*; si on combine R' atec une troi- 
sième force P'", on rentre dans le cas de deux 
forces, et par conséquent, en désignant par R* 
la résultante de R' et de P'", on eu conclura 
R'= R'-j-P'", ou en substituant pour R' sa va- 
leur R'^P' + P'^P'". Par la même raison , 


Digitized by Google 


5? 


DE STATIQUE. 

pour quatre forces on trouvera , 

R'" = P'+ P* + P"' + P'%- 

ainsi de suite pour un plus grand nombre de 
forces; d’où il faut conclure i*. que pour un sjrs- 
thme quelconque de forces parallèles situées dans 
un même plan y leur résultante'^ est égale à la 
somme des composantes qui laissent dans le 
même sens ‘que la résultante moins la somme de 
celles qui agissent en sens opposé. 

Remarquez que cette première partie de la 
proposition est encore vraie pour un système de 
forces parallèles dirigées dans des plans diffè- 
rens ; car pour arriver au résultat, il suffit do 
combiner successivement deux forces parallèles 
qui sont toujours situées dans un même plan. 

a*. Puisque pour deux forces parallèles on 
a (i5), RV= P'a:' + P'jc*, R V exprimant ici 
le moment de la résultante des deux forces P', 
P*; si on combine une troisième force P'" avec 
R', et qu’on représente le moment de ces deux 
dernières par RV', on rentre dans le cas où l’on 
n’avait que deux forces à considérer, et par con- 
séquent on a, RV'=RV-f-P'"x'", ou en met- 
tant à la place de RV' sa valeur; RV*=P'æ'' 
;d- P'x'-f- P"'o/". En continuant le même pro- 
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cédé, jusqu^à cc qu’on soit arrivé à la dernière 
composante, on veri’a facilement que le moment 
de la résultante de toutes les forces se compose 
de la somme des momens des composantes, 
cliccun de ces produits étant affecté du signe 
qui lui convient, et qui, comme on sait, est dé- 
pendant de celui de ses facteurs. Donc a*. l& 
moment de la lésultante df un sjst'eme de forces 
parallèles est égal etc. 

17. Corollaire. Nous avons observé ci-des- 
sus (i4)> <]ue les momens affectés de signes 
positifs annonçaient un mouvement de rotation 
dans le même sens autour du centre des mo- 
mens, et les momens affectés de signes négatifs 
un mouvement de rotation en sens opposé. 
Nous sommes donc en droit de conclure que 
quel que soit le nombre de forces parallèles di- 
rigées dans un même plan , le moment de la ré- 
sultante est égal à la somme des momens des 
forces qui tendent a donner un mouvement de ro- 
tation autour du centre des momens dans le même 
sens que la résultante, moins la somme des mo- 
mens de celles qui tendent à produire un mou- 
vement de rotation en sens contraire. 

18. Remarque I. Il ne faut pas perdre de vue 
qu’on trouve le véritable signe de chacun des 
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momens, si en regardant comme positives les 
forces qui agissent dans un sens, elles distances 
prises d’un même côté du centre des momens, 
on regarde comme négatives les.forces qui agis- 
sent dans un sens opposé et les distances prises 
de l’autre côté.* Au reste , on ne fait en cela 
que se conformera l’esprit du calcul algeTirique, 
qui prescrit de prendre avec des signes difi’e- 
rens, les quantités qui ont des directions ou 
des situations contraires. 

ig. Remarque II. On a dû remarquer aussi 
que les distances r, r', r" , etc. x, a:', x , etc. 
qui entrent dans l’expression des momens , n’é- 
taient pas uniquement celles du centre des mo- 
mens aux points d’application , mais en général 
celles des directions des puissances à une pa- 
rallèle menée par le centre des momens : la 
droite ainsi menée s’appelle axe des momens. 
Ainsi ce que nous venons de démontrer à l’é- 
gard d’un point, s’applique à toute droite menée 
parallèlement aux directions des puissances. 

20. Corollaire. Au lieu de prendre les mo- 
mens par rapport à un axe MN , parallèle aux 
directions des forces P', P*, P^^^ etc. 
on peut les prendre à l’egard de tout autre axe 
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MTV' fesant avec le premier un angle quelcon- 
que a; car si on multiplie par cos a les deux 
membres de 1 équation Ra: .=z P V -f- P"x' 
-f-P^x"-)- etc. relative au premier axe, il viendra 

Rx cos fl = P'x' cos fl -f- P V' cos fl 4» P*jc* oos fl 4- etc. 

• Or, il est évident que x' cos a, a:' cos a, :r'"cosa, 
etc. expriment les valeurs des perpendiculaires 
abaissées des points d’application A, B, E, etc. 
sur le nouvel axeMTJ'. Donc etc. Mais alors les 
points d’application sont censés pris sur une 
même droite CE. 

Au lieu des perpendiculaires on pourrait 
prendre des droites inclinées de la même ma- 
nière sur les axes; car il est évident que celles-ci 
seraient proportionnelles aux premières. 

PROPOSITION VIII. 

2 t. Quelle que soit la direction de plusieurs 
Jorccs composantes situées dans un même plan; 
si d’un point pris dans ce plan y on abaisse des 
perpendiculaires sur leurs directions et sur celle 
de la résultante y le moment de cette résultante 
est encore égal à la somme algébrique des rilo- 
mens des forces composantes y c’est-à-dire, à la 
somme de ces momens pris avec les signes qui 
leur conviennent^ 
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Soient, comme à l’ordinaire, R la résultante 
et P', P", P'", etc. ses composantes, j’imagine 
( fig. i4) par le centre C des momens deux 
axes rectangulaires entr’eux, l’un Car, que j’ap- 
pellerai l’axe des x, et l’autre Cjy que j’appellerai 
T axe des y. Je prolonge les directions des forces 
jusqu’à ce qu'elles rencontrent l'un des axes, 
celui des^, par exemple, en des points dont je 
représente les distances au centre C des momens ^ 
P®*' J» y ) y» y") etc. ; en prenant (ix) ces 
points pour les points d’application des forces, 
je décompose chacune d'elles en deux autres 
parallèles aux deux axes, savoir, R en Y et X, 

P en Y' et X', P' en Y' et X *3 etc. Les com- 
posantes Y, Y', Y", etc. seront situées dans 
l’axe même des et les autres X, X', X*, etc. 
seront perpendiculaires au même axe. Soit donc 
M le point où la résultante R rencontre l’axe 
des à partir de ce point, je prends la droite 
MV pour la représenter, et je la décompose par 
le moyen du rectangle MTVS (5) en deux, 
l’une MT dirigée suivant l’axe des^, et l’autre 
MS=X parallèle à T axe des .a;: enfin pour avoir 
l’expression du moment de la résultante R 
j abaisse sur sa direction prolongée une per- 
pendiculaire CP, que je désigne par p. Cela 
posé, j’observe que les deux triangles sembla- 
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bles MTV, CMP donnent la proportion 
MV: TV:: CM: CP, 
ou R : X ::^ : p ; 


Donc 

Une semblable décomposition donnera pour 

P', P', P'", 

py=xy, F/=xy, p'y"=x"y",-. 

p'f P* y p'", etc. étant les perpendiculaires abais- 
sées du centre des momens sur les directions 
des forces P', P", P'", etc.; mais (i6) 

Xjr=xy4-xy+x'y'H etc. 

Donc aussi 

R;? = V'p' -f- Py + V'Y' + etc. 


ce qui démontré la proposition énoncée. 

• 

22. Corollaire avons vu (17) que l’équa- 
tion = Xy -f- Xy~l- etc. prouve que le mo- 

mentdelarésultanteX des forces X',X*,X*, etc. 
est égal à la somme des momens de celles de ses 
composantes, qui tendent à donner un mouve- 
ment de rotation autour du centreC dans le même 
sens, moins la somme des momens de celles 
qui tendent à donner un mouvement de rota- 
lion'en sens opposé; d’où il s’ensuit que R 
tendant à faire tourner dansle môme sens que X; 
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P' dans le même sens que X', ainsi des autres ; 
le moment de la résultante R est aussi égal à la 
somme des momens de celles de ses composantes 
P', P", P'", etc. qui tendent à donner un mou- 
vement de rotation dans le meme sens , moins la 
somme des momens de celles qui tendent a donner 
un mouvement de rotation en sens contraire. 

Remarque. La démonstration précédente sup- 
pose tacitement que l’un des deux axes au moins 
peut être rencontré par les directions de toutes 
les composantes , supposition qu'on peut tou- 
jours faire, lorsque le nombre des forces est 
fini, puisque la position des axes est arbitraire; 
mais quand même on multiplierait suffisamment 
le nombre des forces en fesant varier en même 
tems leurs directions, pour qu’aucun axe ne pût 
jamais être rencontré à la fois par toutes les 
composantes, ce qui arriverait, par exemple, 
si on supposait appliquées à tous les points de 
la circonférence d’une courbe fermée, des forces 
dirigées sumot la tangente à chacun des points, 
rien n’empêcherait néanmoins de concevoir 
d’abord un axe placé de la manière la plus fa- 
vorable pour être rencontré par le plus grand 
nombre de forces possible, et de donner ensuite à 
l’axe une autre situation pour être rencontré par 
les autres forces et par la première résultante. 
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11 est évident qu’on pourra suivre le procédé que 
nous venons d’exposer pour trouver le moment 
de la résultante de toutes les forces ; d’où l’oa 
conclura que dans tous les cas le moment de la 
résultante est égal à la somme des momens des 
forces t^uiy etc. 

35. Au reste, quel que soit le point d’appli- 
cation de la puissance, pris sur sa direction, 
son moment ne change point de valeur. En 
effet , soit M' le point où l’une des puissances 
P' est supposée appliquée (fig. i5), et désignons 
par m'y n' les coordonnées de ce point. Après 
avoir fait , comme auparavant, la décomposition 

cette puissance , ou aura , à cause des triangles 
semblables MNM', M'T'V', la proportion: 

MN:NM'::M'T':T'V', ou Y':X', 

d’où XV — Y'in = Xy = P>'. Donc etc. 

34 . Scholie. Les propositions précédentes 
fournissent un moyen facile de taouver sur le 
champ la valeur du moment de la résultante 
d’un système de forces dirigées comme on vou- 
dra, dans un même plan; car, comme il est 
toujours possible de juger à la simple inspec- 
tion dans quel sens chacune des forces tend 
à donner un mouvement de rotation autour 
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d’un point fixe , il ne s’agit que de faire une 
somme des raomens de celles des composantes 
qui tendent à donner un mouvement de rotation 
dans un sens , et une somme de celle» des 
composantes qui tendent à donner un mouve- 
ment de rotation en sens contraire ; la diffé- 
rence de ces sommes sera égale au moment 
de la résultante. 

A l’aide de ce qui a été démontré jusqu’ici,' 
on est en état de déterminer la valeur et la 
position de la résultante d’un système de forces 
appliquées au même point, ou à différens points 
liés entr’eux d’une manière invariable,, et d’as- 
signer dans les mêmes circonstances les con- 
ditions de l’équil ibre. C’est ce que nous nous pro- 
posons de faire dans les articles suivans. Nous 
supposerons d’abord que toutes les forces con- 
courent en un même point , ensuite qu’elles sont 
appliquées à différens points situés ou non situés 
dans le même plan. 

Article i. 

Cas où les forces concourent en un même point, 

a5. Nous avons vu (t et v) que si i". les di- 
rections des forces coïpcident, leur résultante 
«St égale à leur somme ; ainsi en désignant par 
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F, P*, P*, etc. , les composantes, et par R leüï 
résultante, on aura pour valeur de celle-ci: 

R = F-l-P'-hP*+etc.V 

, « 

et pour l’équilibre 

R = o. 

a*. Si les composantes sont situées dans un. 
• même plan et dirigées d’une manière quelcon- 
que , on pourra trouver la valeur et la position 
de la résultante , de deux manières. 

Première manière. Par la composition des 
forces. 

A partir du point de concours, on prendra 
sur les directions de deux composantes quel- 
conques P' et P*, par exemple, deux droites 
pour les représenter; on en fera les côtés d’un 
parallélogramme, dont la diagonale représentera 
la résultante R' (4)- On composera de même R' 
avec une troisième composante P* en construi- 
sant un parallélogramme sur leurs directions, 
et la diagonale de ce derni^ÿ- parallélogramme 
exprimera la valeur et la direction de la résul- 
taute R" de R' et P", ou de P', P' et P'. En 
continuant le même procédé jusqu’à ce qu’on 
soit arrivé à la résultante finale, on aura la 
grandeur et la position de la résultante R de 
toutes les composantes P', F, P', etc. 
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t)enxième manière. Par la décomposition des 
forces. 

J’imagine par un point quelconque G du plan 
des forces (fig. i6) deux axes rectangulaires 
Cx, Cy, et je décompose chacune d’elles en 
deux autres parallèles à ces axes, que j’appelle, 
l’une l’axe des x, et l’autre l'axe des y. Par 
exemple, soit la force P' représentée par MN, 
elle donnera les composantes X', Y' l’une dans 
le sens des x, et l’autre dans le sens des y. 
Par la même raison , les forces P*, P* donneront 
les composantes X", Y*; X*, Y*, etc. ; et si on 
décompose d’une manière semblable la résul- 
tante R , elle donnera les deux composantes 
X , Y, parallèlement aux mêmes axes. Ainsi on 
aura (i et v) les deux équations : 

X=X'-hX'-j-X'’+etc., 

Y = Y' -h Y'+ Y*-f. etc. , > 

d’où l’on tirera, en fesant attention que la re'- 
sultante R est représentée par la diagonale du 
rectangle construit sur X et sur Y, r 

R = \/X*-f-Y*. 

Quant à sa direction, elle sera donnée par l’é- 
quation delà droite dirigée suivant la diagonale, 
e’est-à-dire, par l’équation ’* 
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jr^jr=z-(x — x) 


les coordonnées étant comptées du pointC/ 
etx',^' exprimanlen particulier les coordonnées 
du point de concours M de toutes les com- 

posantes ; car il est évident que ^ est la va- 
leur de la tangente trigonométrique de l’angle 
que fait la direction de la résultante R avec 
l’axe des x. D’ailleurs les signes de X et de Y 
suffisent pour faire connaître dans quel sens la 
résultante agit. 

Si l’origine des coordonnées était placée au 
point de concours des forces composantes , les 
coordonnées x'yjr' jseraient nulles , et l’équation 
de la droite qui exprime la direction de la 
résultante , deviendrait 

Y 

ou , si l’on veut , 

Xj = Y^. 

L’équilibre aura lieu^ si on a 
R =05 

OU ^ 

X = o, Y = o; 


Ces deux dernières équations doivent être 

satisfaites 
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satisfaites en môme temps, car les directions 
des forces X et Y formant entr'elles un angle, 
il est Impossible (i) que leur résultante soit 
nulle,à moins que chacune ne le soit séparément. 

5“. Si les composantes sont. dirigées’ d’une 
manière quelconque daus l’espace , on pourra 
encore trouver la valeur de.ia' résultante de 

A 

deux manières.). r. 

Première manière. Par la composition''des 
forces. , . 

Le procédé à suivre est le même que pour 
les forces dirigées dans un même plan. 

26. Deuxième manière'. Par là décomposition 
des forcesi . > ■ . ' ■ • • ' ■ • • 

On imaginera trois axes rectangulaires entre 
eux passant par un point C pris à volonté dans 
l’espace (fig. 17 ). Soient Çjc, G^, Cz ces axes. 
L’axe Cx sera l’axeldes x; l’axe Cj- celui des 
jr^ et l’axe. Cz celui des -z. .On désignera les 
plans coordonnés par les axes qu’ils compren- 
nent. Ainsi le plan qui comprend l’axe desj? 
et celui des j’ sera nommé le plan des x et 
des^’; le plan qui comprend l^axe des x et celui 
des Z sera le plan des x et des z; et enfin le 
plan qui comprend l’axe des jr et celui des z 
sera le plan des jr et des z. P^ous continuerons 

■ '4 ’ 
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de représenter par P', P"^ P", P'% etc. lès di- 
verses pnissahces du système , et par R leur ré- 
sultante. Gela posé, on décomposera cbacuné 
de CBS puissances (9) en trois autres parallèles 
aux trois axes-rèctangulaires; et en nommànt 
X', Y', Z'; X', Y', X*, Y% Z-, etc. les 

forces pàrticulières, qui proviennent de la dé- 
composition, on aura pour composantes pa- 
rallèlement à l’axé 

rx, X'-f-X'+X"-hetc. 
âés/jr, ’ Y'+Ÿ'-l- Y* 4 -ètc. 
r 2, ' 2 ,' 4- Z* 4- Z^^-etc. 

Mais les puissances dont les directions coïn- 
cident s’ajoutent (|) j ainsi en désignant par X, 
Yj Z chacune des résidtantes partiellès, on 
trouvera ; 

X = X'4*X*+X*4-X‘*-hetc. 

■ ’ * •Y = Y'-4-Y*4-Y»-pY-*-4- etc. 

2, = Z'+ Z'-f- Z*4- Z'»-f- etc. 

La résultante totale R de ces trois résultantes 
partielles est représentée (8) par la diagonale 
du parallélépipède rectangle construit sur les 
trois cotés X , Y, Z. Sa valeur sera donc 

R = Y*-t-Z‘). 

Pour connaître sa direction dans l’espace-^ 
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J 

il suffit de chercher la projection de la diagonale 
sur deux des plans coordonnés; car en imagi- 
nant par ces projections des plans perpeiidi- 
culaires à ceux dans lesquels elles se trouvent , 
leur commune intersection donnera la direction 
demandée. Or, en désignant par'a:', a' les 
coordonnées du point d’application, on aura., 
pour exprimer les projections de la résultante 
sur les plans coordonnés , les trois équations 
suivantes: savoir, sur le plan 

des' Xy a >l’équation 7 z — z' = b(x — 

• z j 

• La troisième équation se conclut des précé- 
’ dentes , en éliniinant (ac ~ x'y. Ainsi deux de 
ces équations comportent la troisième. 

On sait^ue «z et h expritnentles tangentes des 
aiigles que la projection de la résultante faitavec 
l’axe des x sur le plan des x et' des etsurceltd 
des X et des z. Cherchons donc leur valeur. Si MR 
( fig. i6) exprime la grandeur et la direction 
de la résultante , et si sur celte droite comme 
diagonale, on construit un parallélépipède rec- 
tangle, dont les arêtes contiguës au point de 
concours M, soient parallèles aux trois axes» 
rêctangülaires qui passent par l’origine des côor- 

4 -. 
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■données, il 'est évident que MF, MQ, MS 
-expriment les résultantes partiellçs que nous 
avons désignées par X , Y, Z. MG sera la pro- 
.jèction de la résultante sur le plan PMQ paral- 
lèle à celui des x et des^; et par conséquent 
■la' tangente de l’angle que fait la projection de 
la résultante sur le plan des x et des ^.avec 

l’axé des ar, aura pour expression Par la 

même raison la tangente que fait la projection 
de la résultante sur le plan des x et des zavec 

Z 

le même axe, sera exprimée par Donc, si 

. ^ Ç . . ..î 

on substitue à a et à è leurs valeurs^.on aura 
pour les équations des projections : 

. (0 = — æ'); . ,* 

(a) X ( Z rr ?') = ^ (•*‘•“^^0» ■ - 

•: ^^.(3) z(jr-y-) = Y(z-z'); 

. Remarquez que les signes respectifs de X,'' 
Y et Z feront connaître dans quel sens agit 
la résultante. . - 

Ces équations auraient été plus simples, si 
on eût placé l’origine des coordonnées au point 
de concours M , parce qu’alors les coordonnées 
x',y, z' auraient été égales à zéro. 

L’équilibre aura lieûentre toutes les'puissances 
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P'. P'>;P-; etc. , si leur résuitante est nulle.' 
Ainsi la condition de l’équilibre peut être ex>^' 
primée par la seule équation R = o", ou par 
ces trois : 



Il est nécessaire que ces trois équations soient) 
satisfaites à la fois ^ parla même raison que liousi 
avons donnée ci-dessus (aS). Réciproquement, 
si elles ont lieu en même tems_, il y aura né- 
cessairement équilibre, parce qUî’alors la résul-'’ 
tante R = y/ X* r^-r Y;* -fî Z* eft nulle. 

Si l’une des résultantes partielles, par exemple,^ 
Z = o, les autres X et Y conservant une va- 
leur finie quelconque , larésuitante R ésfdirigée 
dans un plan parallèle à celui» des a: et des j-; 
et si deux des. équations, précédentes .ont lieu 
à la fois; si, par exemple, X==o et Y = o^ 

Z ayant une valeur finiéj c’est une preuVé qùe 
la résultante ;est_ parallèle. à r^xe des Z. 

- 37. Ici se précepte l’ocç^ipp,, de donner la 
Valeur analytique P«if»Saft9»c«.P^ P% P* calr 
culée par le moyen des angles qu’elles; font 
avec les axes coordonnés. Pour cela , ie re- 
présenierai par a y'; à*, S", >*; etc., • 

les. angles de P;, P-, P."-, aiveo l’axé des x, l’axe 
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des y et celui des 2 j et je réserverai les lettre» 
S y sans accent pour représenter les angles 
correspondans quç fait la résultante avec les 
mêmes axes. 

Cela posé^ si les puissances sont dans un 
même plan, dans celui des a: "et des y ^ par 
exemple , ou dans un autre plan parallèle à 
celui-ci ; on aura 

’ X'= F cos a', c 

et, ^ parce qu'içi 0,' est le complément de a', 

Y':i=Fsiatt'. 

Par lâ'même raison ; ’ ' 

il'. - ' J:; • ’ , ■ ' 

: ' , Xf P'' côsa%- Y' = P" sia 
i ' Y'"=P:"cosflfr,,Y'"=F"sina'". . 

•i ■— 1. ■' - ..•-’i.', * . Ü'^î- . i.’ ^ r-' * 

On aura semblablement; 

X == R cos a, Y =: R sin a, • 

si on élève 'aà quarré les ‘deint ' raémlM’eà . de 
ees dernières équations, etqù’ôjalcs ajoute, iJ 
viendra ' ' - • ■> -oin "i j 

X“ + Y*=sR‘(sin’a+.cos*a) =R*. 

, ' t < > ■ '.J ru ' * i-.-, 

à cause de sin fa -|~ cos’a = i-j ‘ doù l’on tiré 
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.pour la valeur de R, 

R = v/X^'^+ÔT* 

comme auparavant. 

Pour connaître les directions des puissances 
X/X', X", X"'... ; Y, Y', Y', Y"'... , il faudra 
avoir soin de prendre les cosinus et les sinus 
qui entrent dans leurs expressions , avec les 
signes qui leur conviennent, conformément aux 
règles du Calcul trigonométrique. 

Si les puissances sontdirigées d'une manière 
quelconque daqs J’espace, on trouvera 

X' =F cos a' ,Y' =F cosC' ==F cos>' • 
X"=P" cosa". Y" =P"cose", Z"=F' cos>"; 
X'"=F"cos«'"; Y;=:F"cos,Ç'"; Z"'=P'"cos>"'; 

X = P cos a , Y = P cos C , Z = P cosj/. 

En ajoutant les quarrés de X, Y et Z on aura 
• . » 
X*-1 t Y’-f-Z-'ï?: R* (cos*a-l-cos*Ç-f-cos*j.)=R*. 

ou 

•R=VX*+Y‘-f Z% 

comme nous le sayif^ns d’avance. 

L’équation cos a*-f-cos ë‘-jr- cos y* =: j ex- 
prime une propriété connue dans l’applicatioa 
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de l’Algèbre à la Géométrie ; mais sans y re- 
courir expressément, on peut la trouver im- 
médiatement et sans calcul , par le moyen de 
la figure i8, qui représenté un parallélépipède *> 
rectangle ; car si, on fait MR égal au rayon des 

y ... » - . , — 

tables, ou== I, on a évidemment i==MS-l-MG; 

où i=MS-|-MQ-f- MPj mais alors MS =cos}^j 

MQ= cos C., et MP =cos a. Donc 

cos’a -f- cos’ê -f-cos*j/.= i. ' ; ' .. 

La même figure sert aussi à démjbntrer, en 
regardant toujours’ MR comme représentant le 
rayon des tî^les^ que R cos a ;^=R cos 6, 
etZ=Rcos^. , ' 

r • • V/-* 

28. Remarque. Pour trouver 'sans peine quel 
signé on doit attribuer aux_ forcés X,‘ Y , Z ; 
X', Y', 2 / ; ‘X", Y", . . . 'qui proviennent de 

la décomposition dés puissances R', P-', P > P"'... 
on fixera d’avance et à volonté la «direction des 
forces qu’on regarde comme' positives; il est 
évident que celles qui seront dirigées en sens 
opposé seront négatives ;:.ainsi,pap qxemple, si . 
on veut que les forces, qui tirent dans le sens des 
s soient positives, lorsqu’elfes tendent à-élever 
âu-dessus du plan des x et des,^ les points aux- 
quels elles sont appliquées ; celles au contralref 
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qui tendent à les abaisser au-dessous , seront 
négatives. On fera une semblable distluction à 
l’égard des forces perpendiculaires aux autres 
plans. 

Nous avons supposé , et nous supposerons 
constamment dans la suite , que toutes les puis- 
sances tirent suivant leurs directions,, les points 
auxquels elles sont appliquées. S’il s’en trouve 
qui agissent autrement, on les remplacera par 
d’autres forces égales capables de produire le 
même effet en tirant le point d’application. • 

La manière dont on vient d’envisager les 
choses , nous met aussi à portée de déterminer 
facilement les signes qu’on doit donner aux 
cosinus qui entrent dans l’expression analytiquie 
des forces ; car si, après s’être représenté l’es- 
pace partagé en huit cases égales par l’inter- 
section mutuelle des trois axes rectangulaires , 
on convient de donner des signes positifs aux 
coordonnées, x y jr ^ z des points renfermés 
dans une de ces cases prises à volonté , on 
pourra pour se guider , eu égard aux diverses 
directions des puissances , faire varier le signe 
des cosinus des angles exprimés par la lettre 
a, comme le signe des x; le signe du cosinus 
des angles exprimés par la lettre C, comme 
celui des^, et enfia le signe du cosinus de* 


I 58 'TRAITÉ 

angles exprimés par la lettre y , comme celm 
des a; ensorle, par exemple , que si une de.s 
puissances est dirigée dans la case pour laquelle 
les coordonnées sont — sc, — a ; il faudra 

donner à cos a le signe—-, à cos € le signe 
et à cos y le signe — •- On pourra ainsi connaître 
par la nature seule des signes qui affectent 
cos a. , cos C, cos y, la direction de la résul- 
tante R; c’est-à-dire, dans quel sens elle agit; 
comme on peut la déterminer par la seule con- 
sidération des signes de X , Y , Z , sans re- 
courir aux angles expressément, 

ARTICLE II. 

Cas on les forces sont appliquées à. ^ différ€n$ 
points situés ou non situés -dans un nmnP 
plan. 

Les forces peuvent être parallèles , ou avoir 
des directions quelconques. 

Supposons d’abord qu’elles soient parallèles 
.et situées dans un même plan. , 

‘ag. 1®. Nous avons vu (lo) que pour deux 
forces parallèles, on avait les deux équations 

R=P' + P', P>=PV, 

«u eu désignant par 4 la distança des poinls ' 
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d’application des forces P' et P', cette troi- 
sième R/J = P"fl , ou enfin 

C F-f-P');?=PV. 

Voyons quelles sont les valeurs elles positions 
de relatives à celles de F et de P". Tant que 
les grandeurs F et P" auront le même signe , 
il est clair que p sera plus petit que a. C’est le 
cas où la re'sultante passe entre les compo- 
santes F et P*. 

Si P' et F ont des signes difFérens ; la va- 

leur de P = , est ne'gative tant que F 

est plus grande que P*; ce qui indique que la 
résultante R et F sont du même côté de P", et 
que R en est plus éloignée que P'. Çi au con- 
traire P' est plus petite que P", la valeur de p 
devient positive et plus grande que a ; ce qui 
nous apprend que P" et R sont du même côté 
de P' et que R en est plus éloignée que P*. 

CesrésultaUs’accordentparfaitement, comme 
cela doit être , avec ce que nous avons vu el 
déBoontré'püécédeïament (j i) , lorsqu’il était 
question de trouver la valeur el la position de 
larésultante de deux forces parallèles dirigées en 
sens contraire. Mais siP'estégal à P", que doit-il 
arriver ? J’observe d’abord que les deux équa- 
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tîons R = P' — P'; - ainsi que là Iroi- 

P"a 

sième p = , qui conviennent à ce cas 

(il), doivent avoir lieu quelque petite que soit 
la différence entre P' et P"; il n’y a point de 
difficulté pour la première. Quant à la seconde 
j’observe que a étant ici la différence dè p et 
de y , si TT exprime celle de P' et de P', on peut 

p * 

la mettre sous cette forme 


P 


;ora 


p + a" P" 4- TT» 

mesure que la valeur de tt diminue , celle de 

p == = ^augmente; de sorte que^quanc^ 

TT devlenf= o •, p z= co. Ainsi, dans l’é-' 


quation 


P _ 


T" 


P:f « 




, l’unité est la limite du 


p" p'' ■_ , 

second membre ou p 7 ,‘' et dû premier 

’ * ' 1 t . t'J ... ,i, 

î — ou Donc l’équatian,- =. îsiOu 

p-i~a . a q ^ q V 


9 

L !>nr> 


'P'p:s= P'y est encore vraie lorsque F”' et P" étant 
de signe contraire, on a 1^= P/';;i j ' .1» ;.i > ' 
J; .J'ai cru cette explication utile, parce que podf 
prouver (ii) que la résultante de deux forces 
parallèles, qui agissent en sens contraire , est 
égale à leur différence, on a supposé que les 
deux composantes étaient inégales, et que d’aib- 
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leurs la vérité du théorème des momens (i3) 
dépend de celle de l’égalité Vp = Vq. 

■ La valeur p = ^ , fait voir que la distance 


à laquelle passe la résultante à l’égard des com- 
posantes est d’autant plus grande que leur dif- 
férence est plus petite ^ et que celte distance 
n’admet point d'à limite; ensorte que si P'=P" 
ou 7 T = o, cette distance , qui est alors ex- 


primée par — - est infinie. Ainsi dans ce cas, 


il ne' serait pas possible avec une force unique 
de faire équilibre aux deux composantes P' et 
P", puisque, selon ce qu’indique le calcul, il 
faudrait placer une force nulle à une distance 
infinie; ce qui est impossible. Si on suppose 
ensuite p"'> p', la distance devient finie et né- 
gative. Elle diminue à mesure que la différence 
entre P' et P" 'devient plus grande. Ainsi la 

quantité — = «3 indique le passage de la dis- 
tance positive à la distance négative. C’est ainsi 
qu’en Trigonométrie la tangente d’un angle de 
positive.devient négative; ’enpassantpar l’infini. 

3o. Il suit de ce qui vient d’être exposé, que 
si dans tous les cas d’équilibre , la résultante 
doit être nulle, on ne doit pas en conclure que 
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réciproquement si la résultante est- nulle; il y a - 
équilibre; car l’équilibre n’a lieu entre plusieurs 
ibrces, qu'autant qu’elles ne peuvent produire ni 
mouvement de translafionj ni mouvementde ro- 
tation^ et il faut pour cela, que la résultante de- 
vienne nulle par l’opposition directe de deux com- 
posantes égales. En effet, il est .aisé de voir que si 
deux forces parallèles égales et agissant en sens 
contraire sont appliquées aux extrémités d’une 
droite inflexiye (fig. 19),' elles ne se font point 
équilibre , quoique leur résultante soit nulle ; 
mais que si cette droite est libre, on assujétie en 

, un point, C » autour duquel elle puisse tourner, 
elle tournera réellement jusqu’à ce que les di- 
rections de P' et de P" coïncident. D’ailleurs, 
tant que les directions de ces forces ne coïn- 
cident pas, si on prend leurs momens par 
rapport à un point quelconque situé dans le 
plan, on aura toujours un résultat P's , z 
exprimant la partie de la droite comprise entre 

les directions des forces composantes. • ' 

*) 

, • 

. 5 i. La grandeur de la résultalnte R d’un ^8- 
tème de forces parallèles ayant déjà été dé- 
terminée (16), il ne reste plus qu’à donner les 
moyens d’avoir sa position. Je supposerai les v 
points d’application des puissances dans le plan 
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même des x et des /, et je représenterai par 
x',j'; x" ,y" -, ^ " iï " • leurs coordonnées 

rectangulaires et celles delà résultante par rap- 
port aux axesCj:, C/ ( fig. 20). 

Considérons d’abord les deux 'composantes 
P' et P" et soit R' leur résultante. Les points 
d’application étant supposés en Aj B, D, j’au- 
rai (10 et 1 1) en prolongeant la droite BA jus- 
qu’à sa rencontre S avec l’axe des . 

R'.DS=P'.AS-f-P*.BS ; oujàcause des triangles 
semblables S Aa , SD<i , SBé , RVi= V'x'-\- V"x"; 
f designànt la coordonnée dans lé sons des x 
dn point* d’àpplicatiôn de 11 '. Combinons la 
prëmière résultante R' aVéc üné troisième com- 
posante P'" pour avoir une seconde résultante 
R* dont la coordonnée dans le même sens soit 
P'; nous aui-ons R"/'= R';-'-j- V"'æ'"; ou .... . 
R'/=:P'a:'-f-P*i:*4-P"'a/". Si on conünué le 
même procédé -, jüSqu’à cë qu’on ait employé 
toutes les puissances du système , on trouvera 
pour résultât . 

1*. Ro- = Vx'+ P'"a;" -J- etc. ; 

bien entendu qu’il faudra prendre chacun des 
trtomens avec le signe qui lui convient, confor- 
knément à ce qUi a été prescrit (18). On trou- 


• TRAITE 


6.4 

Yerait pareillement 

■ ü». Rjr = py + p^y^ py* + etc. 

Ces deux équations nous donnent 

^ ^ PV 4- P'V' + P"V'^ + etc. '• 

a: = R ; ^ 

et ■ ' . , 

V'y' 4. F'y" + P"V" + etc. 

^ — R 

pour les coordonnées du point d’application de 
la résultante R. 

' Ces dernières expressions étant indépendantes 
de l’inclinaison des forces .à l’égard des axes, 
nous apprennent que pour un système de forces 
parallèles dirigées comme on voudra dans un 
plan , il existe un point par où passe constam- 
mept la résultante de ces forces , pourvu que 
leurs points d’application restent les mêmes, et 
que ces puissances conservent leurs valeurs, ou 
du moins, que si elles viennent à en changer , 
les nouvelles valeurs soient proportionnelles 
aux premières. 

En eflet, il est clair que les valeurs de x et 
de/ ne varieront pas si on multiplie haut et 
bas par un même nombre les quantités fraction- 
naires qui les exprinaent. Ce point remarquable 

est* 
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est cônnu sous le nom de centre de jhrees pa- 
rallèles. Nous verrons bientôt (39) qu’il existe 
un point analogue pour des forces parallèles 
situées dans différens plans , lorsque les mêmes 
conditions ont lieu, 

'Remarque. On peut cependant excepter le ' 
cas où 'le système se réduirait à deux forces 
, égales, qui agiraient en sens contraire sans être 
directement opposées ; car comme on trouve 
alors (29) une quantité infinie pour la distance 
à laquelle passe la résultante , il n’y a plus de 
centre de forces parallèles proprement dit. 

32 . Lorsqu'on a un système de forces paral- 
lèles situées dans un seul plan, ou même dans des 
plans diflerens, il est facile de s’assurer qu’ily a un 
centre de forces parallèles, ou un pointpar où 
passe constamment la résultante, par le procédé 
suivant : on joint d’abord les points d’application 
de deux composantes par une droite, qu’on di- 
vise en partiesréciproquementproportionnelles 

à ces forces, pour avoir le point d’application 
de leur résultante R' (10} ; on joint ensuite le 
point d’application de cette première résultante 
R avec celui d une troisième composante , et 
on déterminé de la même manière qu’aupara- 
vant le point d’application d’une seconde ré- 

5 
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sultante R'. On continue la même opération 
jusqu’à ce qu’on ait trouvé le point d’applica- 
tion de la dernière résultante, ou de la résul- 
tante de toutes les copiposantes proposées. Si 
on vient ensuite à changer les directions des 
forces parallèles sans faire varier les points 
d’application , il est évident qu’en recommen- 
çant une opération semblable à la première , 
pour trouver les points d’application des résul- 
tantes partielles, on retombera successivement 
sur les mêmes points qu’auparavant. Ces points 
seront encore les mêmes , si on donne aux 
composantes des valeurs proportionnelles aux 
“premières. 

Il est bon d’observer que comme en général 
on n’a besoin que de connaître la direction 
d’une force, lorsque sa grandeur est donnée 
(ix), il suffit de déterminer le point où elle ren- 
contre l’axe des x ou celui des y ; d’ailleurs 
il est facile de reconnaître dans quel sens elle 
agit. 

L’équilibre donne les trois équations sui- 
vantes 

i*. R=o; 2 “. Rx = ô; 3“. R;"=o. 
Elles doivent avoir lieu à la fois, si les points 
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d’application ne sont pris sur aucun des axes ; 
mais si, comme on en est hien le maître , on 
les prenait siir Tun des axes, sur celui des or, 
par exemple, il suffirait pour l’équilibre d’a- 
voir 

^ I*. R=o; a*. Rx = o. 

La raison en est que toutes les puissances 
étant supposées appliquées à l’axe des x , 
toutes les coordonnées dans le sens des j- sont 
nulles. 

53 . Remarque. Si on applique (fig. 21) en A et 
en B à des distances inégales a:', ; y, j” de 

chacun des axes, deux forces égales P', P* diri- 
gées parallèlement et en sens contraire, on a vu 
(29) que le point d’application de leur résultante 
R=o, était à une distance infinie des points 
A etB,etpar conséquent à une distance infinie de 
chacun des axes. Dans ce cas aucun des momens 
R J? ou R7 ne sera égal à zéro. Le premier sera 
égal à P' (x* — x' ) et le second à P'(/' — y). 
Mais si les points A et B sont à égale distancée 
d’un des axes, de celui des x, par exemple, 
et que cette distance soit une quantité finie, il 
est évident que le point d’application de R sera 
aune distance infinie de Taxe des^, et à’une 
distance fiuie de celui des x ; ce qui donnera 

5 .. 
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pour Rr une quantité finie, et pour une 
quantité égale à zéro. Il est donc possible qu'un 
des moinens Ra: ou R^" soit nul , lorsque la ré- 
sultante R a pour composantes deux forces pa- 
rallèles égales, qui agissent en sens contraire 
sans être directement opposées. On vSit par là 
pourquoi dans l’équilibre on doit avoir ici , 
généralement parlant, les équations suivantes: 

i°. R=o; J 2 ®. Ra7=o; 3®. R_;^ = o; 

ou , ce qui revient au même ; 

- 1 ”. F -l-P' +P" +... =o; 

2®. PV+P'-^'+P*^* + .-.==o; 

3®. py H- py +p"y"-f- . . . = o. 

Réciproquement, toutes les fois que les équa- 

• lions précédentes ont lieu , il y a équilibre ; car 
la première exprime que la résultante est nulle, 
‘et les deux autres expriment qu’elle est nulle 
’par l’opposition directe de forces égales; par 

• conséquent il ne peut y avoir aucune espèce de 
‘mouvement. 

f 

34- 2 ®. Si les forces toujours dirigées dans un 
■ même plan ne sont pas paraUèles , on pourra 
employer deux méthodes pour la détermination 
-de leur résultante. 
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Première manière. Par la composition des 

Un prendra d’abord à volonté deux compo-» 
santés P', P* dont on prolongera, s’il est né- 
cessaire, les directions jusqu’à ce qu’elles se 
rencontrent. A partir du point de concours , 
on construira sur ces directions le parallélo- 
gramme ordinaire, dont la diagonale représen- 
tera la grandeur et la direction de la résul- 
tante R' de ces premières forces. On cherchera 
de la même manière la résultante R' de cette 
première résultante R', et d’une troisième force 
P". On continuera le iHême procédé tant qu'il 
restera des forces à combiner; et la dernière 
résultante ainsi déterminée donnera la gran- 
deur et la direction de la résultante* de toutes 
les forces qui composent le système. 

Deuxième manière. Par la décomposition des 
forces. 

Il suffît de recourir à la décomposition que nous 
avons employée(a i ) (fîg. 1 4). Elle donne, comme 
on l’a vu, deux groupes de forces , les unes Y', 
Y', Y'". . . dirigées suivant l’axe même des^, et 
dont la résultante Y est égale à leur somme ; 
les autres perpendiculaires à cet axe, et dont 
la résultante X est de même égale à la .somme 
de ces dernières. 11 ne faut pas oublier que par 


forces. 
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somme ü faut entendre ici, comme ailleurs, la ‘ 
somme des forces qui agissent dans un sens 
moins celle des forces qui agissent en sehs con- 
traire! Ainsi on a déjà les deux équations 

■ ' X = X'.-+-X"-i-X'"4retc. . , . . 

etc,. 

La force Y étant dirigée suiTant Taxe de» J'I 
il ne reste plus qu’à trouversur cét axe le point 
d’application de X:. Il est donné évidèmthené 
par l’équation - . c:.: 

. xjr = xy + x>;+ x'>'" + etc. . 

ou par , ; -J ; ' 

. _ X'/ + X"y" + X"Y" + «te. 

y ^ X . .. .7 

Si à partir du point ainsi déterminé on cons- 
truit sur X et sur Y un rectangle, sa diagonale 
exprimera la grandeur et la direction de la ré- 
sultante R. Ainsi on aura pour sa valeur 

R= \7x‘-tlŸ*; 

et .pour sa direction ! . . ' 

. . Y ^ ' 

' — X'^ * 

y étant ici une ordonnée quelconque de la 
droite , qui représente la direction de la résul- 


Digitized by Google 




DK STATIQUE. 1 1 

tante , et , celle qui répond à l’abscisse 
a:== O, laquelle par conséquent est égale à 

X/+ xy+X"y--+ .. c „ Y xprimarnlatan- 

gente que fait la même droite avec l’axe des a;. Au 
reste, après avoir détermihéla valeur j- de l’or- 
donnée du point d’application de la résultante, 
on trouvera celle de la perpendiculaire rabaissée 
de Porigine des coordonnées sur sa direction, 

' X 

par l’équation Rr= , ou r 

La direction de larésultante étant déterminée, 
on saura dans quel sens elle agit, en fesant at- 
tention aux signes particuliers de X et de Y. 

Les conditions de l’équilibre exigent dans 
ce cas-ci la coexistence des équations suivantes 

I*. R = o; 

3“. = O ; ou Rr = o. 

Il est aisé de voir que la première R = o sup- 
pose qu'ôn a à la fois X= o, Y = o. ^ 

35. Si au lieu de prolonger, comme nous 
l’avons fait , les directions des puissances jus- 
qu’à la rencontre d’un des axes, on voulait faire 
entrer dans le calcul les coordonnées mêmes 
des points où leé puissailccs sont supposées 
primitivement appliquées , en les représentant à 




X 
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l’ordinaire par x', jr' x”, j"; , on ‘ 

aurait toujours pour déterminer la valeur de 
la résultante y les deux équations • 

X = X' + X"' 4- etc. 

Y = Y' 4- •¥* + Y'"4- etc. 

et on trouverait les coordonnées du point d’ap- ’ 
plicalion de la résultante , ou plutôt du point ’ 
de concours des forces X et Y , par le moyen ‘ 
■de ces deux-ci : . 


. . Xj i= xy H- xy 4- X"'/" : 

- Yx = YV 4- Y'x' 4- Y'"x'" 4- etc. , ' . 

d’où l’on lire . 

. xy + xy + x'y'ietc. 

J— ^ 

et - ' 

Y'x' 4- Y"x" 4- Y"V" + etc. 

X — y ' ' • 

Mais alors il faudra pour l’équilibre ajouter à' 
l’équation R = ô j ces deux-ci 


Xr — O, Yx^o; 

lesquelles devront avoir lieu séparément pour 
les raisons alléguées ci-dessus. 

56. Au surplus, il est évident que ces deux 
dernières peuvent être rempUcées par l’e'qua'» 


\ 
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Rr = O. 

Réciproquement, il est visible que toutes les 
fois que les équations précédentes sont satis-, 
faites, il y a nécessairement équilibre dans le 
système (33). 

Remarquez qu’on aura ici, comme dans le cas 
où les direction» des puissances coïncident en 
un même point, 

X' =F cosrt', Y' =F sina'; 

X' =P* cos a* , Y' sin a'; 

X"' = F"cosa'", Y'" = P"' sin a'" 

X — R cos * , Y = R sin a, 
d’où l’on conclut 

R«=r X*4-Y‘, 
ou 

R = \/X‘+ Y*, 
et 

Y sin et 

Sr == = tane a. 

X cos et ° 

5°. Lorsque les forces sont appliquées à des 
points qui ne sont pas situésdans un même plan', 
elles peuvent aussi être parallèles entre elles , 
ou avoir des directions quelconques. Nous les 
supposerons d’abord parallèles. 
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37 . Nous avons déjà vu(iG) qu’un système 
de forces parallèles appliquées d^us l’espace à 
dilférens points liqs ent^e eux invariablement , 
avait pour résultante une force égale à 'leor 
somme j ainsi en représentant toujours par P', 
P", P'" — les composantes , et par B, leur ré- 
sultantê, nous aurons pour la valeur de celle-ci : 

B = F-|-P"H-P"^etc. 

Cherchons à présent sa position. On peut suivre 
le procédé qui a été donné pour le cas où 
les forces parallèles sOnt Situées 'dans un même 
plan, et qui s’applique àu cas présent. 

38. Autrement. Soient x\ y y s'; x”, y y z" ; 
x'"yy"y z'". . . les coordonnées respectives des 
points où sont appliquées les puissances P', P", 
P'". . . Supposons que A, B, ( fig. 22 ) soient 
les points d’application de P' et de P", et D 
celui de leur résultante R. Si par la droite AB 
on imagine un plan perpendiculaire à celui des 
J et des a , leur commune section sera une 
.droite B'M , que rencontrera le prolongement 
de B A en un point quelconque M. Il &ut pourtant 
excepter le cas où BA serait parallèle au plan 
des J- et desz , mais cette circonstance ne change 
rien à la démonstration. D’après ce ^ que nous 
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avons vu (i3), K'.DM=F. AM+P".BM. Or 
ces droites AM, BM, DM sont évidemment 
proportionnelles aux distances des points d’ap- 
plication A , B et D au plan des jr et des z ; 
par conséquent eh fesant DD' = r , on aura 

Par la même raison, en combinant R' ave* une. 
troisième composante P'", et désignant par R" 
leur résultante, et par r" la droite analogue a 
/, on aura 

RV = R'r + ou " RV = P'x' -f-P''x"+ P'x*. 

En suivant le même procédé jusqu’à ce qu’on 
soit arrivé à la dernière composante, et repré- 
sentant par X la coordonnée du point d’appîî^ 
cation de la résultante R dans le sens desx, il 
>nendra 

r. Rx = P'x'4-P"x"-f-P'"x'"+etc. 

On trouvera sémblablerhent, ^ et z étant lés 
coordonnées du même point dans le sens dés 
et dans lé sens des z , 

a". Rj- = py -f- P'y' 4- F'y"+ etc. 

3». Rz = P'z'4-P"z"4-P"'z"'4-etc.; -- 
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d’où l’on tirera les valeurs suivantes : 

PV + rx" + P"V" 4- etc. 

r 

py + py" 4 p"y" + etc. ' - 

: R 

P'a' -f P"z" + + etc. 

2= ^ 

Ces trois coordonnées déterminent le point d’ap- 
plicftion de la résultante dont la direction est 
d'ailleurs parallèle aux directions des compo- 
santes. 

t 

Les conditions de l’équilibre exigent qu’on 
ait à la fois : 

1 °, R == o ; a". Rx = o ; 

V 3*. R;' = o ; 4"' = o* 

En réfléchissant sur ce que nous avons dil(33), 
on verra pourquoi les trois dernières équa- 
tions doivent en général avoir lieu en même 
temps. Mais si on eût supposé l’un des axes , 
celui des z , par exemple , parallèles aux direc- 
tions des puissances; on n’aurait eu besoin pour 
déterminer la situation de la résultante, que des 
deux équations ^ 

R.r = P V -h F V' 4- P'"x'" 4- etc. 

Ry = Ry 4- Ry' 4- R'y" + etc. 

et pour l’équilibre, il aurait suffi d’ajouter à 
l’équation R^oj celles-ci 
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Rx = O ; R;^ = O ; 

parce que d’une part on n’a besoin que de sa- 
voir où la direction de la résultante rencontre 
Je plan des x et des^ ; et que de l’autre il ne 
peut y avoir de mouvement de rotation autour 
de l’axe des z. 

Réciproquement, si les équations qu’on vient 
de donner ont lieu, il est évident qu’il n’y aura 
dans le système, ni mouvement de translation, 
ni mouvement de rotation ; car les deux der- 
nières équations ne peuvent avoir Heu qu’au- 
tant que R est nulle par l’opposition directe de 
deux forces égales. Le système sera donc en 
équilibre. 

3g. L’équation 

Rx = PV + P"x" -f- P"'x"' ~h etc. , 
aussi bien que chacune des deux autres 

Ry = py 4 . py' + py"+ «ic. 

Ra = Fz' 4- FV' + F"r'+etc. 

font voir que pour un nombre quelconque de 
forces parallèles qui ne sont pas dirigées dans 
Ain même plan, le moment de la résultante de 
ces forces à l’égard d’un plan est égal à la somme 
des momens des composantes pris par rapport 
au même plan. 
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EnGn les valeurs de x , dej et des que nous 
venons de trouver (58) , étant indépendantes 
•de l’obliquité des puissances à l’égard des plans 
xectangulaires , nous apprennent que pour un 
système de forces parallèles situées dans dlffé- 
xens plans, il existe un point par où passe cons- 
tamment la résultante, quelle que soit la di- 
xection de ces forces , pourvu que leurs points 
d’application restent les mêmes ainsi que leurs 
,valeurs ; ou que du moins, si on veut changer 
les valeurs des composantes, on les fasse varier 
proportionnellement. On aura pourtant égard 
àJa remarque (5i) où nous avions déjà annoncé 
l’existence de ce point appelé centre des forces 
parallèles. On pourrait au surplus le trouver 
immédiatement en suivant la méthode que nous 
avons employée dans une autre occasion (5a). 

On a pu observer que les puissances dont 
il est question jusqu’ici , avaient toujours une 
résultante unique. Il n’en est pas de même 
lorsque les forces appliquées à divers points 
d’un système de forme invariaUe ont des di- 
rections quelconques ; mais si dans c.e dernier 
' cas elles ne sont pas réductibles à une seule , du 
moins est-il toujours possible de les ramener à 
trois et même à deux, comme nous allons Tu 
voir. 
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4o, 4*. Il nous reste donc à considérer à présent 
le cas où les forces seraient appliquées suivant 
une direction quelconque, aux ditférens points 
d’un système de forme invariable. Nous sup- 
poserons qu^on ait donné à trois plans rectan- 
gulaires la position convenable pour qu’ils soient 
rencontrés , s’il est possible, par les directions 
de toutes les puissances. S’il arrivait que dans 
le nombre infini de situations dilTérentes qu’on 
peut leur donner, il y eût toujours une ou 
plusieurs forces qui leur fussent parallèles , rien 
n’empêcherait, en vertu du principe de la dé- 
composition (4), de remplacer celles-ci par d’au- 
tres dont les directions pourraient les rencon- 
trer; ce qui ne changerait rien à l’effet qui doit 
résulter de l’action de ces forces. Cela posé, à 
• partir du point de concours des directions des 
-forces avec un des plans, que je suppose être 
celui des x et des^, on décomposera chacune 
d’elles en trois autres (g), dont deux soient per- 
pendiculaires l’une à l’autre et dirigées dans ce 
plan, et la troisième perpendiculaire au même 
plan. On obtiendra par là deux systèmes de 
forces , les unes situées dans le plan des x et 
des J-, et les autres parallèles à l’axe des z dont 
on sait trouver les résultantes (34 et Sy). ^ 

Remarque. Il peut arriver que les forces per-> 
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pendiculaires au plan donnent deux résuItauleS 
-j- U, — U (fig. 35) ; et les forces dirigées dans 
le plan deux forces V , — V, qui ne soient pas 
directement opposées. Alors on pourra décom- 
poser chacune de celles-ci en deux autres S, S' ; 
•—T — T', rencontrant les premières en A et B. - 
Oh aura ainsi trois forces appliquées à chacun de 
ces points; ce qui donnera deux résultantes 
R J — R, c’est-à-dire deux forces égales, paral- 
lèles, et dirigées en sens contraire. Une décom- 
position analogue a lieu lorsqu'un des systèmes 
seulement a une résultante unique U ou V. Donc 
on peut toujours réduire a deux etc. 

• 4*- Cherchons maintenant les conditions de 

l’équilibre. 

SoitP'une force appliquéeà unpointH (fig. 24 ) 
quiaitpourcoordonnéesz',^',a:'; et désignonspar 
les coordonnées du point a, où sa direc- 
tion rencontre le plan des x et des jr. Soient 
en outre Z', Y', X' les forces particulières qui 
résultent de la décomposition de P’ parallèle- 
mentaux trois axes rectangulairesCz,Cy, Ga:; 
ainsi en représentant P' par ah , on aura 
ae-=.hd = Tl ^ ac = Y', et ab = X'; 
ensuite 

HP = z';PB=^'; PG= a;'etaa=y^,,«^=a:,,‘ 

La 
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La similitude des triangles P«>', aW, donne la 
proportion : . 


x'—x, : X''.\aV:ad; ^ 


et celle des 

triangles aPH, adh , la 

propor- 

tion ; 

J 



z':Z'::àP:ad. ! 


Donc 

.1 ■ . . • ! ‘irr (; 

. •• .'/•) 


x' — X :X':;2';Z^ 
. ' » - , » 

, r 

. • . L 

On trottvera 

de même; 


Donc 

y—y,:Y'::z':Z'. 

■r ^ \ 

.,*7 

i ' ^ 

. ' •» 

• 

r zy= zv— XV V 

• X 

* 1 • 

♦ 

1 zy=zy~Yv ]• 



Une autre force pour laquelle on désignera" 

P®*" ^ i J > ^ >X/» Y", ^*les quantités'' 

analogues à celles que nous Venons de consi- 
dérer à l’égard de Pf donnera . _ . . ' • ^ 

f Z,X=ZV-XV) 

1 z-y, =zy-YV j* 

> '• . • ’ ‘i 

Une troisième force P"' donnera de même 

‘ , , r * 

Z">„, = Z"y"-^Y"' f' ]. i ' ; 

'^1 t; y\-\) . » 1 

ainsi des autres: • . .. • : 

- Les forces priinitivèsV '...peuvent donc; 

6 


i 
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êti*e remplacées chacune par trois ^t 'res dohv^ 
deux sont dirigées dans le plan dés it et des ' 
y ; et dont la troisième est perpendiculaire au 
même plan. 

Soient à présetit'ar et jt letf coordonnées du ‘ 
point où la résultante Z des forces perpendi- 
culaires au plan le rêncontrenl; ou aura d’a-; 
bord 

Z=Z'-}-Z'4-Z'"-f-etc. 

. . J - 

Ensuite par la propriété des momens, (38) 

Z7=Z>, + Z>„+Z'>,,,4-etc. 

Zx= Z'ar, -f-'Z'a?; et<j. 

Donc aussi . , , 

(«) 2^ =zy'-^ YV-f zy— Y V • . ^ • • i 

, Y'V"-Fété. ■ ■; 

(é)Zo:=ïZV— XVH-ZV^^iy ‘ 

,-l«Z"V''— x"'a"'4-etc. 

Si nous représentons par p' la résultante ad des 
forces X', Y'', dîrigées'danslë plan déS' ob et dèï^ 

^ , et que nous prolongions da jusqu’à sa ren- 
contre ayec la perpendiculaire G/x=/ abaissée de 
^ l’origine des coordonnées sur sa direction , nous 
aurons, comme on l’a vu précédemittent (ai}' 
.Ci. Or à c^e des trîabgle« séiiébla<^ 
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Wes ^', abd;y—tii donc ' 

; . xCCi==^3ÿ'~Y'*V ' : .. 

et, par conséquent,' 

py=zxy—Tx\ 

On aura aussi . • .» 

P rv-isX^ ■— ï •» ; - -- 

P r z= K jr — Yj:. , 

etc. 

Mais si représente ïâ résultante^ deS^ forces 
p\ p"y p" . . et /• la perpendiculaire abaissée’ du 
point C centre dès momens, sur sa direction , 
o"n a ■V*d ('il) qufonaôit’ avoir ' ' ■ ■ 

' i;. i., , > i . ■'v' il' -‘-'iJ -î 

/ etc. ; 

Donc enfin , • 

* i • 

(y)pr==Xy—Ta'+Xy—W ' ' 

.+X>-— 'Y'.r* + etc. 

Les principes exposés, auparavant, mettent e^> 
état de déterminer la position, de la résultante 
P = \/X* 4- Ÿ* des forces dirigées dàTns lé plan 
des i; et dès , .et celle de la force _i 

; , Zü=.;Z'H^ Z"4-Z*4-éic. 

Il est visible"^ ' que" ces^ résultantes partielles^^ et 
Z ne'^ô^fôùT'se réduiré à nné' seule que dans 

6 .. 
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le cas où leurs directions se rencontreront; , 
Alors , la résultante R. de toutes les forces du 

y 3.ur3.* pour 6xprc6Siôn J coxïiinc nous 

l’avons déjà dit, \/X* -j- Y‘-j- 

4a. Pour l’équilibre, on aura d’abord le* 
équations 

X=;6; iY='o; £=o; 


r»*i 


/ .. 




OU les suivantes 

(i) X' + X' + X'"+ • • • J . 

‘ (a) : 

■ '( 5 ) \ - 

i. ,:>V, > / <i •‘il- J 

Ces trois équations suffiraient , ^si cb?Cïiqe des, 

résultantes partielles é^t nulle par l’opposition 
directe de deux forces égales'. H faut donc en- 
core exprimer que cette dernière circonstance 
a lieu, en posant • _■ '•' — ' i' ' .) 

• ' Zx==o; Zj"==o; pr = o; 

ce qui -revient au mêmé /'■ 




(4) 'ZV--X'?'-f- ZV— X>^--^ 
fl — X"V"'-4^ =c 


:'i -j ■ 

-î- ‘ 

. 1 ..= o; 

(5) zy ' 

. 4- Z'y " Y"V" H*. A' = O ; 

(6) xy — YV 4 - xy -7 Y'x', . ; . 

y - . rh'x/'y;-Y'y'::4^.,=o. 
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Des six équations précédentes (i), ( 2 ), (5), 
(4),(5), (6), les trois premières sont relatives au 
mouvement de translation, et les trois d^- 
nières au mouvement de rotation ; eusorte que 
lorsqu’elles ont lieu, toutes en même temps , il 
n’y a aucune espèce de mouvement dans le 
système; ce qui est le caractère distinctif de 
l’état d’équilibre. 

Remarquez qu’au lieu de prolonger les di- 
rections des forces jusqu’au plan des x et desy, 
on aurait pu les prolonger jusqu’à celui des 
X et des s ; et en procédant comme tout à 
l’heure , on serait arrivé aux mêmes résultats 
pour les conditions de l’équUibre. Alors Y au- 
rait été la résultante des forces perpendiculaires 
au plan des x et. des z , et elle aurait donné la' 
cinquième et la sixième des équations que nous 
venons de trouver ; tandis que la quantité re- 
lative à ppy qui dans ce Cas aurait exprimé le 
moment de la résultante des forces X', 

Z*;X"', Z"'. . . , situéesdAOsleplan desa: e^dc^ 
Z, aurait donné la quatrième. 

Enfin, si on avait prolongé les directions des 
•forces jusqu’au plan des^et' des z, la résultante 
-X des forces perpendiculaires à- ce plan ,aurak 
adonné la .quatrième et la sixième équation^ et 
■le produit i^elàlîfopr, qui aurait exprimé leuro- 
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ment de la résultante des forces Y', Z'; Y',Z'; 
Y"', Z'". . . situées^d^s cç paême plan , aurait 
donnç la cinquièpie, . . 

43. On peut juger actuellement de ce qui 
arriverait si les équations trouvées ci - dessus 
n’avaient pas lieu toutes à la fois. 

Si on avait seulement X= o , Y=i o , Z=o, 
on en conclurait qu’il n’y a point de mouvement 
de translation' dans le système ; mais il y au- 
rait un mouvement de rotation , dont ce n’est 

J • • . 

pas ici le lieu d’examiner la nature. 

■ Il ést inutilé de s’arrêter au cas où une ou 
même deux des trois premières équations seu- 
lement seraient vraies. On voit sur le champ 
ce (^ui en résulterait ;' mpis si rurie des trois 
dernières équations avait lieu sans lès autres ’j 
si ^ par. exemple , on avait seulement ‘ , 

ja ^ rn ■'\h\ ’ f ^ ' 




=0; 


'OU, ce qui revient au’ même, • .'V 

r . . pr^o . . . " 

c-' )éfiO: •■'•l -..’nc; "‘ufe. i:r. i-'. ' < • 

Qu’arriverait-il? L’équUibre;auraitlieq autour 

dei'lfiaxe des s,.si cêt axe étail;Supposé immo- 

iije J car alors Téquaboa prxs^ o^ ne serait 

vraici qu’au^ , que. ' la jésuMaflt^. de? forcé* 
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%'y Y'; X*, Y'. . . . dirigées dans le plan des x 
et des passerait par l’origine des coordonnées. 

Elle serait donc détruite par la résistance de 
J’axe des z. D’ailleurs la résultante 'Z des forces 
. parallèles 'i ce même axe serait aussi nécessai- 
rement détruite ; car elle pourrait être rem- 
placée (4) par deux forces , dont les directions 
prolongées rencontreraient cet axe. Donc/’e^ui- 

libre aurait lieu autour de Vax e des z, etc.' 

• • • • . ■ 

Si la cinquième équation seulement avait lieu, 

on ferait voir pareillement que le système se- 
rait en équilibre autour del’axe des x , supposé 
fixe , et que si l’axe des était fixé d’une ma- 
nière invariable, ^ y aurait équilibre autour 
’de ce dernier, si la quatrième équation seule- 
ment avait lieu. 


- 44’ SuppoMns.à présent] qfif deux des trois 
.dernièreséquations-seulementaieotiieu àla foie; 
ipar exemple , la quatrième et .la ^ cinquiqnae; 

OP eonçloca q^e la néspiVmjte Z passe par 
,1’prigiiae das coQirdc^iaées ; ,car., à cause 4us 
oquatious (a),l , «P apra p, 7^ 

ruais puisque Z nfpst pas uul .> il s’ensuit ' que 
= o , xss: o , ,et que par conséquent Jla ré- 
.sultantejZ coïncide ovep Taxe des z. • 

La coexisieoc^é de demc autres' équatious, de 
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Ja cinquième et de la sixième, si on veut, con- 
duirait à une conséquence analogue , c’est-à- 
dire , qu’alors la résultante Y des forces paral- 
lèles à l’axe des^, coïnciderait avec cet axe, 
car dans ce cas ou aurait Yo: = o , Yz = o , 
JC et ^ exprimant les distances respectives de 
Y au plan des x et deè z, et à celui des^et 
des X après la décomposition des forces P', P*, 
P*. . , faite dails le plan des ^et des z. On fe- 
rait voir de même , que si la quati'ième et la 
sixième, prises ensemble, avaient lieu , la ré- 
.sultante X, après une décomposition analogue 
aux précédentes, passerait par l’origine des 
coordonnées. i 

Concluons de là que lorsque . les trois équa- 
tions (4), (5), (6) ont lieu en même tems , les 
forces primitives P', P', P'". . . ont une résul- 
tante unique qui passe par l’origine des coor- 
données. Ainsi un obstacle placé en ce point, 
«t qui serait capable de supporter tin effort égal 
à -4-' Y* -4- Z% anéahtiraitl’eiTët' de toutes 

les puissances. En général , si - on imagine un 
‘point fixe dans le système; en le prenant potfr 
l’origine des coordonnées , il suffira pour l’é- 
quilibre, que les équations (4) y (5) , (6) aient 
lieu, en même temps, par rapport a 'ce point. 
45. U s’agit à présent d’assigner «in caractère 
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particulier auquel on puisse reconnaître que les 
forces proposées P', P*, etc. ont une résultante 
unique, lorsque les trois dernières équations 
n’ont pas lieu , c’est-à-dire, lorsque les seconds 
membres des équations (a), (C), (y) ne sont 
pas égaux à zéro. Nous représenterons, pour 
* abréger le calcul, ces seconds membres par A, 
J B , C , et nous transporterons l’origine en un 
autre point qui ait a, A, c pour coordonnées; 
ensorte que s', t', u'; i", 5 "; etc. étant les nou- 

velles coordonnées des points d’application des 
puissances P',P*, etc. on ait 

a'=c-f-u'; , z"=c-|-«";etC. 

Alors A se changera en Zi — Yc -|- A' ; 

,* B.... en Za — Xc+B'j 

\ C.. ... enXi— Yn-I-G'; 

l'A', B', G'; exprimant ce que deviennent A, B » 
oC, lopsqvtlGw éci^ a', f'„^';el(î,;à4a place de 
x a'; ,<Hçx;!PBai6 xi la nouvelle; origine de? CQOC- 
.;4oonees.^st,.prtfte sur un, des .pajnts de. la ré- 
i.$ultante,.on4o^tavqi^^A' %.B^,o,.C':;^ ; 
,;dênc alors!: — — i,., . .-..f, j;, 

i'A = Tib^Yc , B = Za — Xc, C = Xi—Ya; 

d’où l’on conclura 

t «'..lltli ' - * . 1 T ’J l . .-,1g . U* 

-L AX— BY^G2J==q, 
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pour l’équation de condition qui doit exister 
lorsque les .puissances P', P", P'<'. . appliquées 
aux diScrens points du système^ doivent avoir 
une résultante unique. 

Dans le c^s particulier où X:=::o, Y=o, 
- Z= o;les valeurs de A, B , C deviennent nulles, 
alors les six équations qui constituent l’état d’é- 
quilibre ont lieu; d’où il suit que dans^ce cas, 
les forces P'^ .P^, P'-' . . . ne peuvent avoir une 
'résultante unique, qu’autant quelles sjs font 
^^«quHibre. •• ‘1 ~r . 

t — - - , ■ 1 : ‘ ^ ■ 

. ■.! 4^.. Mwiarçi^.^ovtB alpins ^pposéy.op pk^t 
regardé comme évident , qu’il çst néqessair^que 
lesdireçtionsde deux forces solentdans un même 
plan pour qu’eUçs soient réduc tibles à une seule. 
En effet, lorsque deux forces sont situées dans 
' âeuxplansdifférens,si elles avaientpnè Résultsoi- 
«. te, elles pourraient être détruites pàr la résistanêe 
'd’un àxé fixe,qul joindrait larésidtaitteàvec uiie 
“dés composantes , saùï rencontrer la seconde. 

<• Ofcelaest impossible ; ^ar rien ne s’opposerait 
au mouvement de rotation que celle - ci tend à 
; prodüire .aytour de l’axe. Dope sil’éqyibbre fsst 
impossible avec cet axe fixe , à plus forte raison 
le sera-t-il, si le système est libre. 

Nous avons dit ci-dessus (45) , que la résul- 
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tante parallèle à l’un des axes fixes était détruite 
parla résistance de cet axe ;quç X,par exemple, 
était détruite par l’axe des a: supposé immobile; 
cependant, comme son effet ^e peut être nul, 
voyons quel il peut être. 

J’élève par deux points A et B ( fîg. a5), pris 
à volonté sur l’axe immobile, deux perpendi- 
culaires AS , BT prolongées jusqu’à la ren- 
contre de la direction de la force X; que je 
suppose appliquée en M, milieu de ST , et re- 
présentée en grandeur parMN. Je ]a décompose 
en deux autres MK, ML dirigées vers les points 
A et B. Je décompose de nouveau ces dernières 
aux points A et B en deux, l’une dirigée sui- 
vant l’axe dçs et l’autre perpendiculaire au 
même axe. Il en résulte , suivant l’at^e , deux 
forces égales chacune à la moitié de X , et qui, 
étant ajoutées , équiyalept copséquenmient à la 
force X. Ainsi l’axe des x est sollicité au mou-' 
vement suivant sa longueur , de la même ma- 
nière que^sÀ celte force lui était immédiatement 
appliquée.u.- v. v, • ‘ * " 

Quant aux deux autres perpendiculaires à 
l’axe des O? ^ elles font voir que le moment de 
Tune d’elles , pris par rapport au point d’appli- 
cation de l’autre, est égal au moment de X, 
c^mme cela doit être, le moment de la com- 
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posante deX, qui passe parle centre des momens/ 
jetant nul, par rapport à ce point. 1 

.1 ‘ ■ ! . ) '•'Tl: . ' ^ i 

. Remarque. On supposé la force X appli- 
quée au milieu de la droite ST , afin qu’après 
la décomposition tout fût égal de part et d’au- 
tre ; on aurait pu choisir tout autre point d'a-r 
plication pour X; en comparant les triangles 
semblables , on serait arrivé aux mêmes con- 
séquences. ; ^ 

* * ' . . 

/x'j. Comme lès" trois dernières équations 
trouvées ci-dessus. Se composent de produits 
qui contiennent les mêmes lettres; si on dé- 
signe par S (Yx) la somme des produits , qui 
renferment Y et x; par S ( X^ ) celle des pro- 
duits qui se composent de X‘ et de 7 ”, ainsi des 
'autres ; les trois dernières équations pourront 
'être mises sous cette forme : ’ ' 


. 1 ... C4) ■S{iZx-) — S(Xz)=o, 

îrr .r" (5) S ( Yz ) ( Zr) = o 

(6) S(Yx)-S(Xj^)=o. 


'Alors les six équations relatives à l’équilibre, 
“seront exprimées comnie il suit, d’une manière 
abrégée; 
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•v. ■ li X = O, 'MIT;- - . r.- 

* ^ ♦ 

î , •• T'a. ■■>¥ = O, b «:.• > .. êi-î 

5 . Z = o; . I I *' 

4. S ( Za: ) — S(Xr) = o, 

6. S(YO--SCZj) = o, 

G. S ( Yo:) — S (X_r)=o. 

Si les puissances P', P'j T ?"'. . . étaient di- 
rigées dans un même plan, dans celui des 
Æ -et des^ , par exemple ;‘ou dans un plan pa- 
rallèle à celui-ci, et à une distance = </; à ' 
cause des quantités Z', Z*, TJ" . . . = o , et des 
quantités z^, z', V" . . . = o , ou = à une cons- 
tante; les six équations se réduiront à celles-ci; 

1. X =^ o, ' 

2. Y =0, ’ oh -1 

3 . YV — Xy -f Y'a:*— XV 4- . . . = o. ' 

Mais par la propriété des momens ;• 

YV— xy=Fy?'; Y'V— xy=py . , 

on pourra donc remplacer la troisième par 
celle-ci ; 
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ce qui redonne pourles conditions de l’équilibre 
les mêmes équations que nous avons trouvéei 
pour ce cas. 

RÉCAPITULATION. 

Des équatiohs' qui' dôhnent la: valeur et la 
direction de la résultante avec les conditions de 
l’équilibre pour les ditférens cas quenWsavons 
traités dans les articles précédens. _ 

■ ' I. . ' . • ■ 

' * * -* • l'i i <‘JJ I ‘ ' 

' Forées âppliqueéé àU même point. 

1 *. Si les forces coïncident, on i • 

R=F+P'+P"4-etc. 

pour la valeur de la résultante. 

R=o‘ 

1 

pour Véquilibrèl''' -' 

a*. Srifes forées sonfdirigdesrd’ùiiV manière 
quelconque dans un même plan^,ona 

X=X'-l-X'-+-X"' + etc. ’ / ' ^ 
Y = Y'+Y'+Y"'-j-etc., 
d’où -• •. - ■ 

R=v/X‘4-Y* 

pour la valeur de laf résûltàîite^ 


Digitized by Google 



DE STATIQCE. 

pour la direction de la résultante. 

X = ol 

Y qJ R = o pdur'lVqünibr 

5*. Si les forces ont des directions 
«onques dans l’espate J 

Y=i=Y'^-Y^^ir^^i.etc■: 

Z = Z' + Z' 4- Z* H- etc. •: 


d’où 


R =y/X*4-Ÿ‘ -f Z» 


pour la valeur delà résultante '• 

/ , , I 

pour la direction de 4â' réiùliànte: ^ 

X = O j 

Y=é“ 0 '> ou R=: Vi*+Y*+Z*: 


pour l’équilibre. 


9® 
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Forces appliquées à diffêrens points'. , 

1 *. Si les forces sont dirigées dans un même 
plan et parallèles., on a ^ 

R=P'H-F + P* + etc. . 

pour la valeur de la résultante. 

Rx=PV-+“PV+P'"-c'"+ etc. 
Rj^=Pÿ-4- F/4-I^y" + etc t 

pour la J)Osition de ‘la résultante. 

R =0») . 

Ro: = O , > pour l’équilibre. “ 

Rr ==o»1 

2 *. Si les forces . dirigées dans le même plan 
ne sont pas parallèles , on a 

X =: X' + X' + X'" + etc. 

Y = Y' + Y*+Y" + etc. ,î . 

d’où. 

R = v/X‘ + Y‘ pour la valeun 
y—^y' ^ pour la direction j sultante. 

Y = ô'}“"'^ =V'X=+T-=0 ;]-^ ' 

* Rr = O , l l’équilibre. 

Rjc=:o. J 

5". Si 
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' s*. Si les forces sont dirigées parallèlement 
dans dilTérens plans , on a ’ 

* R=F+P'+F"-Hetc. _ 


pour la valeur de la résultante. 

Rr=Fjc.'+Fx'+P"'x'"-j-elc. ) pour la po- 
Rj=Py + Py4-Fy" + etc. [ silion de la 
Rz =Fz'4-PVd- FV" + etc. ) résultante. 



V pour Péquilibre. 


N. B. Le nombre des équations peut être diminué en 
plaçant ISin des axes parallèlement aux directions des’- 
paissances. >» i ,.i 

4*. Si les forces ont des directions quel-;' 
conquesdans l’espace , et peuvent être réduites 
à une seule J on a 

X = X''+X'H-X'" + etc. ' 

Y =Y'+Y'+ Y'" + etc. 

Z = Z' + Z' H- Z'" 4- etc. 
d’où * . • 


R=yx*4-Y‘+Z* 



pour la valeur 
pour la direction 


de la 
résul- 
tante. 


7 
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Ici les coordonnées sont comptées d*un point 

pris sur la direction de la résultante. 

X=o, 

Y=o, 

Z =o, 

S(Zx) — S(Xz)=o, 

S(Ya) — S (Z/) = o^ 

S ( Yo; ) — S ( X;-) =o , 

pour réquilUïrô. , . 

Par le moyen des proposition^ que nous avons 
démontrées dans les chapitres précédens , on 
peut résoudre toutes les questions relatives à 
la composition et à la décomposition des forces. 
Si le nombre des équations que fournit la ques- 
tion est égal à celui des inconnues, le problème 
sera déterminé; et si le nombre des inconnues 
surpasse celui des équations,. le problème sera 
indéterminé. 


l ou R= Y*-f-Z* — o. 
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CHAPITRE III. - r 

• • Du centre de gravité. i 

48. La masse ' d’un corps est la somme deà 
parties matérielles -dont il est composé. 11 ne 
faut pas la confondre avec le vplume ; car on 
conçoit que sous un volume donné, deux corps 
peuvent contenir urie quantité de matière très- 
différente. Il semblerait d’après cette définition, 
que pour déterminer le ragport des masses de 
deux corps , il serait nécessaire d’évaluer le 
nombre de parties matérielles dont .chacun est 

, fO'IJr'fî ..r. _ 

copippse en p^rtipuuçr ; ^ais comme la nature 
intime de la matière nous est. inconnue, et que 
le nombre de molécules , ou parties matérielles 
qu’un corps renferme est inassignable , on sent 
que cette évaluation estimpçssible. Il faut donc 
recourir à un autre qi^oyen pour comparer les 
masses entr’elles. Nous verrons bientôt qu’elles 
sont proportionnelles aux poids; et comme le 
rapport de ceux-ci est facile h déterminer', 
nous aurons aussi saris peine' celui des masses. 

La den^iié est Tuniié dé maése. Elle ex- 

1 .. '....A: jl 
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prime le nombre de parties materielles conte- 
nues dans un volume déterminé, pris pour 
unité de mesure. Il suit de là qu’en multipliant 
le nombre qui exprime la densité, par celui qui 
représente le volume, on a la masse. Ainsi en 
désignant par Mla masse d’un corps, parD sa 
deusifé , et par S son volume, on aura 


M = D.S. 


d’où l’on conclura 


et 


D=|; 


c M . 
^ — D* 


On aura de même pour un autre corps dontla 
masse seroilM', la densité ly et le volume S', 
ces autres équation,s : 

M'=D'.S'; 

D'=^. 

, , M' 

* — D^* 

21 est donc, facile de comparer les masses ou 
les densités, ou les volumes des corps. On voit 
.que si les volumes sont égaux , les masses 
coat coQUXie les densités ; que si les densités 
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'«ont, égales, les masses sont comme les volumes, 
et que si les masses sont égales, les densités 
sont en raison inverse des .volumes. 


49. Qn entend par pesanteur ou gravité cette 
force' en vertu de laquelle les corps sont por-- 
tés vers le centre de ' la terre , suivant une 
direction perpendiculaire à la surface des eaux 
tranquilles. Elle produit par son action Uniforme 
et instantanée sur toutes les parties, matérielles 
d’un corps , ce qu’on appelle le poids. Le poids 
suppose donc dans le corps une tendancecon- 
tinuelle au mouvement; c’estee que nous sommes 
à portée d’éprouver et d’observer à chaque ins- 
tant. Dès qu’un corps cesse d’être soutenu, on 
le voit tomber aussitôt, c’est-à-dire , se mou- 
voir vers la -surface de^lâ terre,, suivant une 
direction verticale. On peut juger qu’un |>oids 
est plus ou moins considérable , par l’effort 


qu on doit faire pour 1 pmpecber d obéir a 1 ac- 
. J , ' ■ • \ ‘ 1 •>". J.- i 

tioii de la pesanteur. . ‘ 

L’action de la gravité sur un corps est d’au- 
tant plus petite,' qu’il éVf plus elpigué du centre 
de la terre. Elle dihiînué dfans'^le rapport du 
carré des 'distances. Ainsi’ un corps placé sou.« 
l’équàteur ^ doit, à raison de' l’aplatissement du 
globe terrestre, moins peser qiie s’il était trans- 


y 
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porte vers les pôles. D’ailleurs là force cen- 
triftige ‘<Juî l'ésültc de la rotàtion âe la terre au- 
tour de sô^ â'x(é ,' Mbit e'ncôre'cbiiïrîttu‘^r à di- 
minuer, dans le premier cas, l’efTet de la 
gravite 5 parce que sous J ’equateur la force 
centrifuge eèt p^usgrande'qu’ailleurs - et qu’eïle 
est nulle aux pôles. Mais ce n’est pas ici le lieu 
de nous livrer à la discussion de ces details , 

„ . ... ' 4 -.. f. j.i.T 

quelqu’Iuléressans qu’il? soient. Nous sommes 

k •;u!î y inij.i'i . . > 

obligés de les renvoyer à la Dynanilque.,,jà la^^ 
quelle ils appartiennent spécialement/ Çonten- 
tons - nous de savoir pour le moinent, que la 
gravité est une forceqjui'pénètre., toutes les par-i 
lies deîa matière, qu’elle agit constamment, "et 
qu’elle est la même pour tous les côrps situes 
dans un même lieu,. ou à peu près dans un 
même lieu. A'ussi. \oit-on ,deux corps de den- 



. . u:-. 


corps 

I > I V* 


oppose pa^ 

qu’on appelle légers paraissent prendre sous nos 
yeux une direction différentè, cela tient à des 

JîJJ -v, Ja'J II i.:j iliiij .. 

principes d hydrostatique , dont nouà sptnmcs 

...J .i 4 .- ' ,, I 444. * ’’ ^ 

aussi obliges de renvoyer 1 explication. • . 

^UQ/. 4.1 ni: i.-;..,-. 

.De ce 'que la, pesanteur agit constamment 

ili> !ll ii.lj- 1^: . . ° 4 -.' I . ■H),»,;.,;.. 

sur toptes les parties materielles dont uq corps 
est composé, et que le poids ri’est autre chose 
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que le résultat'dcraction instaulaue'e ef égale de 
celte force sur ces molécules , il s'ensuit que les 
poids sont proportionnels aux masses, comme 
nous l’avons annoncé ci-dessus, 

, 5o. La pesanteur spécifique est ce que pèse 
l’unité de volume d’une matière quelconque , ' 
comparativement à ce que pèse l’unité de vo- 
lume d’une matière donnée, qui sert de termç 
de comparaison ; ainsi en multipliant la pesan,- 
teur spécifique d’un corps par son volume, ou 
a le poids. , . ‘ 

La pesanteur spécifique, d’après l’idée que 
nous venons d’en donner , est à la densité ce 
que le poids est à la masse. En désignant par 
S le volume d’un corps, par p sa pesanteur 
spécifique, et par. P son poids, on aura 

'P—p.Si . 

• > 

et si P* rèprésente le poids d’un autre cotps., 
p' sa pesanteur spécifique' , ét S' son volume ‘f 
on aura de lAéme 

F=/j'.S'. 

Ces équations donnent les moyens d’établir 
entre les quantités homogènes qui entrent dans 
leurs^ expressions les rapports qui leur con- 


104 " TRAITÉ 

vienncnf Par exemple, lorsque deux poids sont 
égaux , leurs volumes sont réciproquemeutpro- 
portiounels à leurs pesanteurs spécifiques ou sl 
leurs densités. ; . ! 

Comme la pesanteur agit suivant des direc- 
^ons qui tendent vers le centre de là terre, et 
que la distance du point de’concôurs est incom- 
parablenienlplus grande que les dimensions des 
eorpsque l’on considère Ordinairement ^I s’en- 
"isuit que "toutes les forces qui résultent de l’ac- 
tion de la pesanteur dans ce Cas - ci, peuvent 
être regardées , sans erreur sensiblé’i* comme 
parallèles. Ainsi les principes que nous avons 
établis- dans - le chapitre précédent ' pour les 
■forcés' parallèles, trouveront ici%ùr application. 
On en conclura par exemple , qu'à l’égard 
d’un corps ou d’un système de corps ,.il existé 
nn point par où passe constamment la résultante 
de l’actiott de la pesanteur sur le système de 
^toutes les parties màteriel^ès , tant qu’elles con- 
serveront entr’ellesjeurs positions respectivés. 
Ce point remarquable est ce qu’oil appelle centre 
de gravité. , 

Observez cependant que les directions de la 
pesanteur étant invariables, il conviendra pour la 
démonstration de faire tourner le système autour 
de l’origine des coordonnées; al6rs Tes forces 
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restent verticales sans changer de valeur ; et 
comme les molécules conservent leurs distances 
respectives aux axes ^ ou aux plans, on arrivera 
évidemment aux mêmes résultats (5a et 5g). i> 

5i. Le centre de gravité d’un corps oucPun sjs- 
ûme de corps est donc le point par où passe cons^ 
tanirnent la résultante de V action de hi pesanteur 
sur toutes les parties matérielles qui les compqsentf 
quelle que soit d’ailleurs la situation du corps ou du 
système à l’égard de l’horizon^ Puisque l’action 
instantanée de la gravité sur toutes les molécules 
d’un corps , constitue, comme. on l’a déjà dit, 
ce qu’on appelle le poids de ce corps ^ il s’ensuit 
qu’on peut regarder toute la masse du système 
comme réunie à son centre de gravité. Ainsi 
pour empêcher un corps quelconque d’obéir à 
l’action de la pesanteur , il suffît de placer uu 
obstacle sur la verticale qui. passe par son centre 
de gravité. Ce que nçus venons de dire fournit 
en plusieurs occasions un moyen assez facile de 
, trouver dans la pratique le centre de gravité 
d’un corps. On le suspendi'a successivement p^ 
deux points différens avec un fil ou un cordon; 
le point où leurs directions prolongées se ren- 
contreront sera le .point cherché. , , ^ 

Au reste, quelle que soit la nature de la forop 
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qu’on supposé agir sur toutes les molécules d’un 
corps; si son action est la même , et dirigée pa- 
rallèlement sur chacune d'elles^ il est évident 
qu’il en proviendra autant de forces parallèles 
dont la résultante passera constamment par un 
fhéme point dans toutes les situatiorts du sys- 
tème ; et ce point sera le même que celui que 
nous avons appelé ceritre de gravité. Par cort- 
Bcquent , il serait peut-être plus convenable de 
boihhjer ce point céntre d'ineYtie , comhie l’onl 
ïàit plusieuirs Géomètres ; la dénomination 
de centre de 'gravité ne paraissant relative qu’à 
l’action de la pesanteur. 

’Oti voit par ’ce précède, qu’il Se pré- 
sente deux tiioyehs de troUv'ér ‘le centre dé 
gravité ou d’irfèrtîe. Ou peut fairé usage ou 
du principe de la •composition des forces pa- 
rallèles , ou dé^èeltri des momens. On choisira 
celui qui paraîh’a lopins commode suivant les 
-circonstances. Mais il estbon d’observer avant 
tout , que toutes les fols qu’on a un système de 
molécules pesantes égalés d'eux àdeux, et placées 
symétriquement autour d’un point ., de mauier'e 
<pie les droites qui les'joignent s’entrecoupent 
■xUutu’ellement en deux parties égales ,ce point 
qui dans ce cas ést le centre de figure sel-a en 
même temps le centre d’inertie. Car le point 
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ôu toutes les droites s’entrecoiipérit est le centre 
particulier d’inertie de deüic môlécules homo- 
logués ; il sera donc hüssi le centre commun 
d’inertie dé ;lout le système. ' 

Ainsi lé centre d’inertié d’ütic droîte uhifor- 
mément pesante ést à son milieu ; car tous les 
points delà Itjgneprisdeux à deux, sont à égalé 
distance de ce point. 

Par la même raison , le ctentre d’inertie d’un 
pply^gone régulier ou symétrique est au centre 
de figure, ôn peut dire la même chose du 
centre d’inertie de l’aire ou de la circonférence 
d’un cercle, d’une ellipse, etc. ' 

Remarque. Àvantde donner les formules géné- 
rales qui servent à la détermination' du centré de 
gravité d’une figure quelconque et "que nous réw- 
voyons à là fin dè ceTraité, sous lé titre d’Addl- 
tidhs ; n6Us&rôtisuï>àgè dés ihoyens que fournit 
la'Gédinétri’é'élémcntairè pour trouver le cenirb 
de'gravité (dés fibres qu'on a coutume de cons- 
'sîdérërplns'jiarti'cuKèrèrtient dahs les Elémftis , 
'persuadés j ' que s’il est possible ’dé^ trduVerd^fts 
les rêsMtafe^jgénéradx'que tious ofiré l’analyse', 
'ceux qù'é' ’nôns^ àVons ïntérêt'de coutfaîtré’, 'de 
'n'est pas Unë*ràifadu de négliger les hiélhodés' 
'simples dont Tà^jiHcafioh^éstplUs 'facile 'dans la 
pratique, et Vfoi par cela même doivent 
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trouver à la portée d’un plus grand nombre de. 
personnes. Mais il ne faudra pas perdre de vue 
que les forces que l’on considère ici n’étant rien 
autre chose que les poids des corps auxquels 
les masses sont* proportionnelles , on pourra 
leur substituer les volumes mêmes des corps , 
lorsque la matière qui les compose sera homo- 
gène. ',!> ■ !>■’ 

. . PROBLÈME I. I * 


5a. Trouver le centre de gravite^ du contour 

d^un polygone quelconque. 

Nous aVo^s dit ci - dessus quoh pouvait 
• , . 1 ’ I'- •’ 

employer deux , moyens pour le trouver. , 

, i“. Par le principe de la composition. Soit 


le polygone AJBDEC., Tous les côtés -AB, 
AC, CE, El) i, DB étant supposés d’une ma- 
nière homogène et le centre de gravité d'une 
.ligne droite étant en son milieu, on pourra sup- 
poser la. masse du côté AB concentrée en son 
miten M, et celle du côté AC en son milieu 
M'^( fîg. 26); cela posé, à cause qije lésmwses 

des côtés sont proportionnelles à leurs longueur,^ 

.pour avoir le centre commun de gravité des deux 
côtés AB , AC , il faudra diviser 1? droite MM', 
qui joint leurs milieux, en deux parties qui leuu 
soient réciproquement proportionnelles, de ma- 


\ 
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nîère qu’on ait AB : AC:: Ml: MI, ou plutôt, 
AB-f-AC:AC ::MM':MI. Le point I sera celui 
où l'on pourra supposer réunie la maÆe des 
deux côtés AB, AC. En joignant ensuite le 
point I et le milieu M* d’un autre côté CE , on 
cherchera semblablement le centre de gravité l* 
de la masse concentrée en I,etde celle du côté 
CE, eu fesant la proposition 

.î." 

AB + AC:CE::MT:ir, 
ou 

AB + AC 4- CE:CE :: IM':II' ; 

\ 

ce qui donnera le point 1' , où l’on pourra sup- 
poser concentrée la masse des trois côtés AB, 
AC , CE. En continuant le même procédé à l’é- 
gard des autres côtés du polygone ; il est évi- 
dent qu’on trouvera ù la fin le point où l’on * 
pourra supposer réunie la masse entière du con- 
tour du polygone, et ce point sera celui qu’on 
se proposait de déterminer./ • 

2*. Par le principe des momens. On imagif 
nera deux axes quelconques Ca?, Cy dans le 
plan du polygone, on multipliera chaque côté 
du polygone par la distance de son milien 
à l’un des axes , et on divisera la somme des- 
produits par le périmètre du polygone, le 
ijuotient donnera la distance du centre de gra- 


«• 

i 

\ 
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■ylté à-l’a^çe , par. rapport auquel- on a pris 
pioiqen$. On f^ra la même chose à l'e'gard du 
|ecpoé^ a^te, et ou aura semblablempnt la dis- 
^nçe du cenlrp «le g,ravité à cç secqnd axe. 
p.u connaîtra donc pa,r là la posjlion «lu centre 
de grayité du contour, du polygone. 

PROBLÈMS II. 

53. Trouver le centre de gravité de F aire dun 
triangle. 

D'un de$ angles «lu triangle don né B AÇj(fig . 27 ) 
de l’angle A , par exemple , je mène au milieu 
D du c.^té ppppfp BQ la ligpe AP J cpttp 

Jigne comprendra le centre de gr?iVVtp de Taire 
du triangle , puisqu’elle divise ep d^^^ parties 
-égales tous les élénaens qui , plsicés parallMement 
* à la base BC, copstitnept la masse «le çe triangle. 
Par la ruême raison , la ligne QB » menée de 
l’ange G au milieu du çôté opposé AR, passera 
aussi par le centre de grayité de Taire «lu triangle. 
Aie*centre de gravité sera donc au pqint «jTinter- 
section G des deux droites AP> GE. ,Pou|r irouvey 
la valeur de DG ou de AG> je.ipèAe la droite ED. 

^ Puisque les côtés AB , BQ isont ^coupés propor- 
•tiûnnellementyDEest parallèle, à AQ> deux 

iriapgles DEQ et'AGC sont senaBlnBl^s ; ce qui 
donne la proportion DE*. AG tuais 
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DE est la moitié de AC ; donc DG est aussi la 
moitié de AG. Donc si ou divine la ligne AD ea 
trois parties égales , le centre de gravité 4^ 
l’aire du triangle sera sur cette droite , à l’ex- 
trémité de la prepatère (Uvisipuyà partir du 
point D , ou à l’extrémité de la seconde, divir 
sion , à partir du point A > c’est-à-dire , que si 
du sommet d’un triaAgle ]fjuelcomjue , on mène 
une droite au milieu de sa base, le centre de 
gravité de l’aire du triangle est au tiers de cette 
ligne, à compter d^ la base, ou aax dftux , tiers 
h compter du sommet. On*fait ici abstractiop 
de l’épaisseur qu’un triangle matériel 4<>it avoir 
nécessairement, parce qu’on la suppose infini- 
ment petite et égale dans toute sou étepdue ; 
mais si on veut y avoir égard, il.^udra placer 
}e centre de gravité au nifiieu de la drpite qui , 
passant par le point C , mesure l’épaisseur 
réelle de ce triangle, La rqême remarque subr 
siste , toulee ,^les fois qu’il s’agit du centre dp 
gravité des surfaces. 

* . * ' 

Corollaire. Il e$t facile à présent d.ç trouver 
le centre de gravité de l’^irç 4’pn , polygone 
.quelconque, puisque tout pplygon® peut être 
partagé en triangles. On supposera la masse de 
chacun fie ces triangles j^éume à sop. ceatre de 
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gravité; il ne s'agira plus que de déterminer Id 
centre commun de gravité d’un système de 
masses dont les valeurs sont proportionnelles 
aux aires mêmes des triangles ; ce qu’on trouvera 
facilement par les méthodes qui viennentd’étre 
exposées. 

PROBLÈME III. 

54. Trouver le centte de gravité de V aire d'un 
trapèze. 

Soit ABPC(fig. 28) le trapèze dont il s’agit. 
Tous les élcmens superficiels parallèles aux 
bases AB et Ct) étant divisés en deux parties 
égales par la droite EF menée par les milieux 
de AB et de Ct), il est évident que le centre 
de gravité du trapèze sera d’abord sur cette 
droite. Je partage ensuite le trapèze en deux 
triangles par la diagonale CB; je mène les 
droites CE et BF. A partir du point E je prends 
le tiers EK. de £C , et à partir du point F le 
tiers FH de FB; je joins les points K et H, 
et le centre de gravité du trapèze sera aussi 
sur la droite KH. Il sera donc au point d’in- 
tersection G des» droites EF et KH. Il ne reste 
plus qu’à chercher la valeur de FG. Des points 
K et H je mène les parallèles KL et HIaux bases 
du trapèze et les triangles semblables EKL, 

ECF 
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ECF dorment EL = ^ EF et RL = i CF= i CD. 
De même, à cause de la similitude des triangles 
FIH, FBE on a 


FI: 


^AB. 


:^EF; IH=|EB-_, 

Donc aussi 1L = ^EF. Soient, pour abréger, 
EF = /i , CD = b, AB = b'. Les triangles sem- 
blables RLG, IGH donnent la proportion 

RL:HI::LG:IG; 


ou 

^:i'::LG:IG; 

d’où 

b + b' : b'y.jh : IG. 

Donc 

lG=’/j. • 



et par conséquent 

FI-f-lG 

ouFG=’ 


1 J. ^ + ûi' 

^ b-\ b'" 


Si on suppose b' — b, le trapèze se change 

en parallélogramme, etFG devient = ^, comme 

nous le savions d’avance ; mais si U = o , le 
trapèze devient un triangle , et FG = | A ; ce 
qui redonne, comme cela devait être, la va- 
leur que nous avions trouvée pour le triangle. 
Enfin si h — o, le trapèze se confond avec la 
base CD, et FG se trouve égal à zéro ; mais 
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tout cela ne nous apprend rien que nous ne 
tussions déjà. 

Rentarque. Si par le sommet A d’un triangle 
ABC ( fig. 29) on fait passer un plan quelcon- 
que ADE , la distance du centre de gravité G 
de ce triangle au plan est égale au tiers de la 
somme des perpendiculaires abaissées des deux 
autres angles sur ce plan. Soient les perpen- 
diculaires BD, CE, FH, GI abaissées des deux 
angles B, C, du milieu F de BC et du centre 
de gravité G du triangle sur le plan DAE , qui 
passe par le sommet A ; à cause que FH est 
dans le plan des parallèles BD, CE, on aura 
FH=^(BD-1-CE ). Mais les triangles sem- 
blables AFH, AGI donnent la proportion 

' AF: AG::FH:GI, 

ou, parce que le point G est le centre de gra- 
vité du triangle BAC , 

5:2;:4(BD-|-CE) :GI = °°~|^ — • 

Donc si on imagine un second plan parallèle 
au premier et qui en soit éloigné d’une quantité 
K, il faudra, pour avoir la distance du centre 
de gravité du triangle à ce nouveau plan, ajouter 

» 2 , la quantité R ï= -g-, ce qui donne 


Digitized by Google 



CE STATIQUE. 



BD-fK , CE+K 
3 3 


pour cette distance, ou 


le tiers de la somme des trôis perpendiculaires 
abaissées des angles du triangle sur ce nouveau^ 
plan. 


Si ce nouveau plan, .au lieu d’être au-dessons 
du plan DAE, était placé au-dessus, il est évi- 
dent qu’il faudrait prendre négativement la 
quantité R. Il est aisé de yoii’ ce qu’il en résul- 
terait. 

PROBLÈME IV. 


55. Trouver le centre de gravité d’une pyra- 
mide triangulaire. 

Du sommets de la pyramide S ABC (fig. 3o), 
je mène la droite SI au centre de gravité de la 
base triangulaire ABC ; et comme celte ligne 
passe par le centre de gravité de toutes les 
tranches élémentaires parallèles à la base, et 
dont on peut supposer que la pyramide est com- 
posée, elle contiendra le centre de gravité de 
la pyramide entière. Par la même raison, si de 
l’angle G on mène au centre de gravité K de la 
face ASB la droite CR, elle contiendra aussi le 
centre de gravité de la pyramide. 11 se trouvera 
donc au point d’intersection G des deux droites 

8 .. 
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SI , KC situées dans le plan SDC. Reste à trou- 
ver la valeur de IG..Les deux côtés DC, DS du 
ti-iangle SDC étant coupés proportionnellement 
aux points I et K, la droite Kl est parallèle à 
SC. Donc les deux triangles GRI et GCS sont . 
sctnblables et donnent la proportion 

KI:CS::GI:GS. 


Mais 

RI:CS::DI:DC::i :5; 

donc 

i:3::GI:GS; 

d’où 

GI = ^GS = iIS. 

Donc si du sommet d’une pjrainide triangu- 
laire on mène une droite au centre de gravité de 
la base , le centre de gravité de la pyramide sera 
au quart de cette ligne à compter de la base ^ ou 
aux trois quarts à compter du sommet. 

Corollaire I. Quel que soit le polygone qui 
sert de base à une pyramide donnée , on peut 
toujours la concevoir décomposée en autant de 
pyrjimides triangulaires, qu’on pourra former 
de triangles dans le polygone, et qui auront 
toutes un même sommet. Mais si , à partir de 
la base , on mène au quart d’une des arêtes, pa- 
rallèlement àcettebase^ un plan quelconque. 
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ce plan coupera de la même manière les droites 
menées du sommet commun au centre de gra- 
vité des bases de chacune des pyramides trian- 
gulaires, savoir, au quart de ces lignes à compter 
de la base de la pyramide proposée. Donc le 
centre de gravité de la pyramide entière sera 
dans ce plan ; mais il doit aussi se trouver sur 
la droite menée du sommet de la pyramide au 
centre de gravité de sa base. Il sera donc au 
point d’intersection de cette droite et du plan. 
Donc si du sommet d’une pyramide quelconque 
on mène au centre de gravité de sa base une 
ligne droite, le centre de gravité de la pyramide 
sera au quart de cette droite a partir de la base, 
ou aux trois quarts à partir du sommet. 

Corollaire II. On peut aussi conclure de ce 
qui précède que le centre de gravité d’un cône 
est sur la droite menée de son sommet au centre 
de gravité de sa base, et au quart de cette droite 
à compter de la base. Car la proposition que 
nous venons de démontrer est vraie pour une 
pyramide inscrite ou circonscrite, qui difFére- 
j rait du cône d’une quantité plus petite qu’aucune 
quantité assignable. 

Les principes qui viennent d’être établis suf- 
fisent pour trouver le centre de gravité d’un 
polyèdre quelconque, ou meme de tout solide 
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fju’on pourra sans erreur sensible de'composer 
en pyramides; car après avoir déterminé le 
centre de gravité de chaque pyramide en par- 
ticulier, on supposera chacun de ces points 
chargé du poids de la pyramide correspon- 
dante; et le reste s’achèvera, comme il vient 
d’être dit. 

Eemartjue. C'est ici le lien de démontrer une 
proposition analogue à celle qui a été donnée 
ci-dessus relativement à la position du centre 
de gravité du triangle. 

Si des qwilre angles cViine pjramide triangulaire 
on abaisse des perpendiculaires sur un plan quel~ 
conque, la distance du centre de gravité de la 
pjramide h ce plan sera égale au quart de la 
somme de ces quatre perpendiculaires. 

Soit la pyramide triangulaire SABC (fig. 3i), 
et soient menées des trois angles A, C, B, du 
milieu M de AB, du point y centre de gravité 
du triangle ACB, et du point G centre de gra- 
vité de la pyramide , les perpendiculaires, Aa, 
Bê, Ce, Mw, yy', Gg sur le plan aSb, qui 
passe par le sommet S ; on aura d’abord 

M/7i = {(Aa -1- Bè ) ; 

ensuite 

y y' z=: -j- ■jCc = -J (Aa “l— Bi -f- Ce) ; 
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et enfin, à cause de SG=fS5^, 

^8 = lyy ' = + Ce). 

Mais si ou imagine un second plan parallèle 
au premier, et qui en soit éloigné d’une quan- 
tité K, il faudra ajouter cette quantité K = ^R 

à la distance Donc la distance du 

4 

centre de gravité d’une pyramide triangulaire a 
un plan quelconque , «st égale au quart de la 
somme des perpendiculaires abaissées des quatre 
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CHAPITRE IV. 

Des Machines, 

56. On comprend en général, sous le nom de 
Machines, toute espèce d’agent ou d’instrument 
propre à transmettre l’action des forces. Dans 
l’usage qu’on en fait, on n’a pas toujours pour 
but d’augmenter l’action dont une force est 
capable. Souvent elles ne sont destinées qu’à 
donner à la puissance une direction plus avau-’ 
tageuse, pour produire l’effet qu’on a en vue. 
Quelquefois aussi on les emploie pour régler 
les mouvemens des corps, suivant certaines 
conditions relatives au tems ou à d’autres cir- 

« 

constances. 

On distingue plusieurs espèces de machines. 
Les unes sont simples , et les autres composées; 
mais comme celles-ci ne sont que des combi-. 
liaisons plus ou moins compliquées des pre- 
mières , il suffit de connaître les propriétés des 
machines simples. Les auteurs de Statique en 
admettent quelquefois jusqu’à sept, savoir : les 
çordes, le lévier, la poulie, le plan incliné, le 
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treuil, la vis et le coin. Nous les considérerons 
séparément les unes après les autres en suivant 
le même ordre; mais on verra bientôt que le 
nombre en peut être réduit; et même enneles 
«onsidérant que sous le rapport de l’équilibre, 
on pourrait à la rigueur les réduire à une ma» 
chine unique, le lévier. 

Des Cordes. 

5j. Les Cordes sont des corps plus ou moins 
flexibles d’une forme quelconque, mais le plus 
souvent cylindrique, et dont la longueur ordi- 
nairement surpasse beaucoup les autres dimen- 
sions. Elles sont un moyen de communication 
entre les différentes puissances. Comme elles 
sont employées dans presque toutes les ma- 
chines, elles seront les premières dont nous cher- 
cherons à faire connaître les propriétés. Pour 
arriver à notre but , nous les supposerons par- 
faitement flexibles , inextensibles et sans pesan- 
teur , sauf à les considérer ensuite dans leur état 
naturel. Varignon , dans sa nouvelle Mécanique , 
en a traité fort au long , et c’est depuis lui , 
qu’on les a rangées dans la classe des machines 
simples , sous le nom de machine funiculaire.. 

Dans ce que nous allons dire sur les cordes. 
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nous ferons abstraction de leur diamètre, et 
nous leur substituerons par la pense'e un fil 
qui passerait par l’axe du cylindre qu’elles for- 
ment. Ainsi nous supposerons que la puissance 
appliquée à la corde agit suivant la direction 
de cet axe ; supposition d’autant plus permise, 
que si la corde a tous ses fils également tendus, 
la résultante de toutes ces tensions passe néces- 
sairement par l’axe. 

Si une corde fixée à l’une de ses extrémités 
est tirée par une puissance quelconque , elle 
devient plus ou moins tendue , et sa tension 
s’estime par l’effort exercé par la puissance, 
ou, ce qui revient au même, par l’effort que 
le point fixe doit soutenir. Ainsi une corde sol- 
licitée en sens contraire par deux forces égales , 
éprouve de part et d’autre une tension égale à 
l’une de ces forces ; mais si l’une d’elles rem- 
porte sur l’autre, sa tension est mesurée par 
la plus petite des deux forces; car il est évi- 
dent qu’en vertu de l’excès de la plus grande sur 
la plus petite , la corde serait entraînée dans le 
sens de la direction de la plus grande , sans 
éprouver de la part de cet excès aucun effort. 

Si trois puissances P', P', P'" (fîg. Sa), appli- 
quées aux trois cordes A', A', A"' unies ensemble 
par le nœud C, doivent se faire équilibre, il esj 
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évident que l’une d’elles P"', par exemple , doit 
être e'gale et directement opposée à la résultante 
des deux autres; ce qui exige que les ‘trois 
cordons soient situés dans un même plan , et 
que les puissances soient entr’elles chacune 
comme le sinus de l’angle compris entre les 
directions des deux autres. Réciproquementlors- 
que ces dernières conditions sont remplies , l’é- 
quilibre a nécessairement lieu, pourvu toute- 
fois qu’une des forces soit directement oppo- 
sée à la résultante des deux autres. 

Si on suppose plus de trois forces appliquées 
chacune à l’un des cordons assemblés par un 
nœud fixe, on pourra faire usage du principe de 
la composition pour trouver les conditions de 
réquilibre. On cherchera d’abord la résultante 
de deux de ces forces, ce qui réduira le nombre 
aune de moins. On continuera la même réduc- 
tion jusqu’à ce qu’il ne reste plus que deux 
de ces forces, qui pour l’équilibre doivent être 
égales et (directement opposées. 

La même chose aurait lieu , si quelques-uns 
des cordons étaient attachés à des appuis im- 
mobiles ; car TefTort soutenu par chacun de ces 
appuis tiendrait lieu de puissance. 

Supposons à présent qu’une corde attachée 
par ses extrémités ( fig. 33 ) , soit tirée par dif- 
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-férentes puissances P', P’, P'", P'”. . . appliquées 
à des^points fixes C', C'^ C"', C"'. . . il est évi- 
dent que le système entier ou 'le polygone fu- 
niculaire ne sera en équilibre qu’autant que les 

. conditions que nous venons d’exposer pour un 
seul nœud , auront lieu en même tems pour 
chacun des nœuds en particulier. Ainsi suppo- 
sons que la cordeMC' G" C" .N soif re- 
tenue par ses extrémités M 4^- En désignant 
par m l’efiTort qùé supporte le point M, ou , ce 
qui revient au même, la tension du cordon 
MC'; par n celle du dernier cordon , et par a', 
a*, a'"... les tensions des cordons intermédiaires 
C'C% C'C'', ; .V ôn devra avoir pour 

l’équilibre autour du point G': 

m.’P'ta':: sin (a',P'); sin(a',m): sin (m, P') ; 
autour du point C" : 

a' : P" : a" : : sin (a", P*) : (sin o',a*) *. (sin a', P*) ; 
autour du point C": 

a* : P'" : a'" : ; sin(a"',P"') : sin («*, a'") : sin (a',F"). 
etc. 

Au moyen de ces suites proportionnelles , il 
sera aisé de déterminer le rapport de deux 
puissances , ou de deux tensions , ou d’une 
tension et d’une puissance. Si, par exemple, 
on veut connaître le rapport dès tensions des 
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deux cordons extrêmes, ou le rapport de 7«:n, 
on fera cette suite de proportions : 

m '.d :: sin {a , P'): sin (»j, P' ) , 
d-.d :: sin(n',P*):sin(fl', P'), 
d\d" sin(a'",P"'): sin (a', P"')- 


On continuera jusqu’à ce qu’on soit arrivé à la 
proportion dont le premier rapport soit celui 
de la tension de l’avant-dernier cordon à celle 
du dernier. On voit sur le champ qu’en mul- 
tipliant par ordre toutes ces proportions , on 
trouve immédiatement le rapport cherché /n:ra. 

Cet exemple fait connaître suffisamment ce 
qu’il y aurait à faire pour trouver le rapport 
de deux autres quantités. 

S’il y avait plusieurs puissances appliquées 
à un nœud , on les réduirait à une seule ; et 
on rentrerait dans le cas précédent. 

Quels que soient le nombre et la direction 
des forces, on pourra toujours, sans troubler 
l’équilibre du polygone funiculaire, leur subs- 
tituer une force unique, qui passe par le point 
de concours des deux cordons extrêmes pro- 
longés. Car le système étant en équilibre , la 
résultante de deux forces quelconques prises à 
yolonté , doit être égale et directement opposée 
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à la résultante de toutes les autres ; niais la 
re'sultante des deux tensions extrêmes ou des 
puissances qui les représentent, passe évidem- 
ment par le point de concours de leurs di- 
rections. Donc celle des autres forces doit aussi 
passer par le même point. Donc etc. 

11 suit de là qu’on peut transporter parallè- 
lement à leurs directions les puissances P',P% 
P"'. . . et les supposer appliquées au point de 
concours des cordons extrêmes, l’équilibre n’en 
sera point troublé. Mais comme l’état d’équi- 
libre dans tout le système permet de prendre 
chaque nœud pour un point fixe, deux cor- 
dons quelconques pris à volonté , peuvent 
être regardés comme lescordons extrêmes d’un 
polygone funiculaire. Par conséquent on pourra 
supprimer les nœuds intermédiaires, ainsi que 
les puissances qui leur sont appliquées, pourvu 
qu’on remplace les premiers par un nœud 
unique auquel on appliquera , suivant leurs 
directions respectives , les forces supprimées 
ou leur résultante. 

Nous avons supposé que les deux. cordons 
prolongés dévoient se rencontrer ; c’est ce qui 
ne peut manquer d’arriver, lorsqu’ils sont si- 
tués dans un même plan , comme nous le sup- 
posons ici, pourvu toutefois que leurs direc- 
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lions ne soient pas parallèles. Si les deux cor- 
doiisdont il s’agit, élaient parallèles, la démons- 
tration que nous venons de donner serait en- 
core vraie; mais alors , pour avoir la position 
de la résultante , il faudrait joindre les deux 
cordons par une droite , et la diviser en par- 
ties réciproquement proportionnelles aux ten- 
sions de ces cordons (lo). 

Lorsque les puissances sont parallèles et 
agissent toutes dans le même sens , leur résul- 
tante, comme nous l’avons vu précédemment, 
est égale à leur somme et leur est parallèle. 
Considérons donc (fig. 34) une corde pesante 
attachée par ses extrémités M, N, et ne re- 
cevant d’autre impulsion que celle de la gra- 
vité , il est clair quelle prendra dans l’état d’é- 
quilibre , une courbure quelconque MAN, dont 
nous déterminerons dans la suite la nature. La 
résultante de toutes ces foixes, qui agissent sur 
elle dans ce cas, ne sera rien autre chose que 
son propre poids. Elle passera par le point de 
concours T des deux tangentes extrêmes MT, 
NT, et sera dirigée suivant la verticale VT. 
Eu désignant par m et n les charges des deux 
appuis, et par P le poids de la corde , on aura 


P:sinMTN::/«:sin NTV ::n:sinMTV. 
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Au lieu de l’appui N , concevons une puissance 
P'= dirigée suivant la tangente TN, on aura 
P'://ii:slnMTV:sia NTV. 

On volt par là que l’action que la puissance P' 
exercerait immédiatement par elle-même sur le 
point M , est à celle qu’elle exerce réellement 
par l’entremise de la corde pesante 

:: sin MTV :sin NTV. 

On lire de la proportion précédente 

P'sinNTV 

— sin M'rV ' 

Il est visible que lorsque les deux points M et 
N sont dans une même ligne horizontale, l’ac- 
tion de la puissance P' est transmise en totalité 
aupointM, parce qu’alors sinNTV = sinMTV; 
mais si le point N est plus élevé que le point 
M , la puissance perd alors une partie de l’ac- 
tion qu’elle serait en état d’exercer sur le 
point M, si la corde n’était pas pesante. Le 
contraire aura lieu si le point N est plus 
bas que le point M. Dans ce cas , l’effort que 
le point M a à soutenir , est plus considérable 
que P'. On voit ainsi comment le poids des 
cordes peut modifier dans certains cas l’action 
des puissances. 

La proportion P':P:: sin MTV : sin MTN , 

fait 
% 
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* fait voir qu’il est iiApossible de tendre une corde 
pesante, suivant une droite MIN qui ne serait 
pas verticale ; car ou aurait alors sin MTN 
=sin MlN=o, etsînMTV=sin]\IIV; d'où l’on 

I *»T»' P.sinMIV ^ 

conclurait? = = oo : ou P = o; re- 

H O ' ' 

sultats e'galenieut impossibles. 

58. Si le cordon auquel la puissance est appli- 
quée porte un anneautraversé par une corde arretée 
à ses deux extrémités y l’équilibre aura lieu, lors- 
que la direction de la puissance divisera en deux 
parties égales V angle formé par les deux cordons. 

Pour rendre la chose plus sensible , suppo- 
sons un poids P ( fig. 35), attaché à un cor- 
don qui porte à son extrémité A un anneau 
que traverse la corde MAN, arrêtée par les 
deux points fixes M et N. 11 est évident que si 
ces deux points sont situés dans* une ligne 
horizontale , et si la direction verticale AV du 
poids divise en deuxparties égales l’angle MAN, 
le poids P ne peut prendre aucun mouvement; 
l’équilibre aura donc lieu , et la tension Se la 
corde sera la même dans toute son étendue ; 
mais l’équilibre ne sera pas troublé, si au lieu 
des points fixes M et N , on prend les jioints 
JVI et N', ou, au lieu de ce dernier, tout autre 
point situé sur la direction de AN. Donc etc. 
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Or il est clair que ce que nous venons de dir^îei • 
d’un poids , s’applique à toute autre puissance 
dirigée d’une manière quelconque, pourvu que 
le nœud de réunion soit un nœud coulant. 

Concluons de là que la puissance P est à la 
charge d’un des appuis Mou N :: siu MAN ? 
sin-^MAN, ou :: :ïcos-j-MAN :i. 

Il suit encore de ce qui précède, que si deux 
puissances agissent l’une contre l’autre par le 
moyen d’une corde qui enveloppe le contour 
d’un polygone ou d’une courbe , l’équilibre ne 
peut avoir Heu qu'autant que ces deux puis- 
sances sont égales .entr’elles; et alors la tension 
de la corde est la même dans toute sa longueur. 

Ce que nous venons d’exposer nous met à 
portée de résoudre la question suivante^ qu’on 
peutappliquerauxréverbères destinés à éclairer 
les rues. 

■ PROBLÈME. 

5g. La longueur, d!une corde étant donnée 
avedHes points de suspension de ses extrémités , 
trouver dans quelle situation un poids quel-" 
conque soutenu par cette corde , au moyen d'un 
nœud coulant , restera en équilibre. 

Soient M et N' les points de suspensidn. Si 
par le point M on imagine une horizontale 1er-* 

winée par la rencontre de la verticale N'Y' , 


♦ 
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les droites MV' et V'N' seront connues. Si on 
prolonge la verticale V'N' ^isqu a ce qu’elle 
soit rencontrée en B par le prolongement de 
MA, il est clair qü’à cause de l’égalité des 
angles AN'B , ABN', le triangle AN'B est isos- 
cèle et AB=AN'. Par cooséquentla longueur 
de la corde MAJN' = MAB; et de plus, si du 
point A on abaisse une perpendiculaire sur N'B, 
elle divisera cette dernière ligrie en deux par- 
ties égales; ce qui fournit la construction sui- 
vante : avec un rayon égal à la longueur de la 
corde , décrivez un arc qui rencontre la ver- 
ticale VIV' prolongée en un point B ; divisez 
la droite N'B en deux également, aupoinfC; 
parce dernier point menez une parallèle àMN 
jusqu’à ce qu’elle rencontre MB en un point 
quelconque A. Ce pointsera celui qu’on cherche. 

Il est si facile d’appliquer le calcul à cette 
question, qu’il est inutile de s’y arrêter plus 
lông-tems. 

Remarque. Si on veut employer le principe de 
la décomposition pour assigner les conditions de- 
l’équilibre dans le polygone funiculaire, on de- 
vra.saüsfaire, pour chaque nœud, aux équations 
qui constituent 1 équilibré entre plusieurs puis- 
saoces appliquées à un même point (p.94) ; mais il 
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faut faire attention que si , pour un nœud, la ten- 
sion d’un cordon d§î t être considérée comme une 
force qui agit dans un sens de sa direction ; elle 
doit être considérée, pour le nœud suivant, 
comme une force qui agjt en sens, opposé. Par 
exemple, dans le polygone MC'C'C"'. . .N (fig. 53), 
la tension a du cordonC'C* qui joint lesnœuds 
voisins C',C* devantêtre considérée comme une 
force qui agit suivant C'C' pourle nœud C', de- 
vra pour le nœud C* être considérée comme une 
force a agissant en sens contraire suivant C*C'. 

Quant aux signes qu’il faudra donner aux 
puissances, qui proviennent de la décompo- 
sition, on s’aidera pour en déterminer la nature 
des réflexions que nous avons faites, (ay et a8). 

Du Lévier. 


6o. Le lévier est une verge d’une forme quel- 
conque, considérée comme inflexible , et sans 
pesanteur. On s’en sert ordinairement , en l’ap- 
puyant ou le faisant tourner sur un point fixe , 
pour mouvoir un corps pesant. 11 y a trois 
choses à considérer dans cette machine; sa- 
voir : l’appui , le poids et la puissance ; ce qui 
donne lieu à la distinction de trois sortes .de 
léviers. Dans le lévier de la première espèce, 
l’appui est placé entre le poids et la puis- 
sance j dans celui de la seconde, le poids est 
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place entre l’appui et la puissance ; et dans le 
levier de la troisième espèce j la puissance 
est placée entre le poids et l’appui. 

Il est aise de voir que la théorie du lévier, 
n est qu une application de celle des momens. 
En effet J prenons d’abord le cas le plus simple, 
celui où toutes les puiss|nces seraient dirigées 
dans un, même plan ; comme l’équilibre doit 
avoir lieu.autour d’un point flxe, leur résultante 
doit nécessairement être dirigée vers ce point. 
Cette condition sera suffisante si le lévier ne 
peut pre^fcre qu’un mouvement de rotation au- 
tour de l’appui; mais s’il était seulement porté 
sur une surface, il faudrait de plus, pour l’em- 
pêcher de glisser , que cette direction fût per- 
pendiculaire au plan tangent mené par le point 
où elle rencontre l’appui. Il suit de là, qu’en pre- 
nant les momens par rapport au point d’appui 
(21), la somme des momens des puissances ap- 
pliquées au lévier doit être nulle. Ainsi, (fig. 36) 
dans le lévier coudé BAC, pour que les puis- 
sances? et Q se fassent équilibre , il faut qu’en 
abaissant du point d’appui A , les perpendicu- 
laires AP', AQ' sur leurs directions, on ait 

P.AP' = Q.AQ', Ou P./? = Q.^, 

P et 9 représentant ces perpendiculaires.; 
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Si les puissances P et Q étaient deux poids J 
alors leurs directions deviendraient parallèles 
et verticales ; si de plus j le levier était droit , 
on aurait toujours ( fig. 5y ) ; P . AP' = Q . AQ' , 
ou , à cause des triangles semblables ABP', 
ACQ', P . AB = Q . AC ; c’est - à - dire , que 
deux poids qui se ^nt équilibre , sont en 
raison inverse ou réciproque des distances de 
leurs points d'application au point d’appui. Les 
' parties AB , AC comprises entre l’appui et 
les points d’application, se nomment bras du 
levier; et on a coutume d’exprimer dans ce 
cas la condition de l’équilibre, en disant que 
la puissance et le poids doivent être récipro- 
quement comme les longueurs des bras de lé- 
vier qui leur correspondent. 

Si la puissance Q, que je représente par CD, 
n’était pas parallèle au poids P, rien n’empê- 
cberait de la décomposer en deux autres y, y', 
( fig. 38 ) , la première verticale et la seconde 
dirigée suivant la longueur du lévier, et on 
pourrait substituer au moment de Q , celui de 
q ; car on aurait évidemment , à cause de la 
similitude des triangles, Q.AQ' = q.AC. Dans 
ce cas , la force q' exprimerait l’effort que l'ap- 
pui aurait à soutenir, suivant la longueur du 
îévier , si celui-ci était assujéti, 

0 

, • 1 
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I 
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On conclura de ce qui précède, que dans 
le levier de la première espèce, la puissance 
peut être plus petite ou plus grande que le 
poids , ou lui être égale ; que dans le levier de 
la seconde espèce , la puissance est toujours 
plus petite que le poids j et qu’au contraire dans 
celui de la troisième espèce, la puissance est 
toujours plus grande. Cependant ce dernier est 
celui que la nature a employé le plus fréquem- 
ment dans l’économie animale^ mais aussi il faut 
remarquer pour rendre raison de cette struc- 
ture , que plus la puissance est proche du point 
d’appui , moins elle a de chemin à faire pour 
en faire parcouidr un très-grand au poids ; car 
il est vFsihle que les poiAs C et B du lévier 
ACB ( fîg. 3g ), èn tournant autour du point 
d’appui A , décrivent à chaque instant des arcs 
semblables et proportionnels aux rayons AC, 
AB ; et par conséquent en raison inverse des 
puissances Q et P. 

Quant aux conditions de l’équilibre , lorsque 
les puissances appliquées au lévier ont des direc- 
tions quelconques , nous renvoyons aux «ar- 
ticles 40 et suivans, où l’on trouvefti les éclair- 
cissemens nécessaires. 

Nous avons supposé jusqu’ici la masse du 
lévier nulle, ou du moins assez petite pour 
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qu’il fùtiuutile d’en tenir compte ; maïs s’il est 
à propos d’^ avoir egard, ou considérera le 
• poids du levier comme une puissance verti- 
cale appliquée à son centre de gravité; et l’é- 
quation donnée ci-dessus , deviendra , en dé- 
signant par rÏTT le moment du lévier, 

-f- n7r=:Q.^, 

formule , au moyen de laquelle on peut trouver 
la valeur d’une des quantités qui entrent dans 
son expression, lorsque les autres sont connues. 

L’équation précédente suppose que le centre 
de gravité du levier tombe entre l’appui et le 
point d’application du poids P ; s’il tombait de 
l’autre côté , l’équalign de l’équilibre jurait 

Vp = riTT-rf- Q.y. 

11 est donc possible que le poids seul du 
lévier fasse équilibre au poids P ; car en fesant 
Q = O , ôn peut toujours satisfaire à l’équation 
V ,p— Ott , en donnant au lévier la longueur 
■ convenable ; mais si on continue à augmenter 
la longueur du levier qui convient à ce cas , 
la quantité Ott deviendra >»P.^; alors le pro- 
duit Q . q dvvra être négatif ; ce qui nécessitera 
un changement de signe pour Q ou pour q-, ou, 
ce qui l’evient au même, un changement dans 
la direction de la puissaQce , oo bùn dans la 
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position du point où elle devra être appliquée,’ 
Pour avoir la longueur l du levier dont le 
poids seul ferait équilibre^u poids P, on ob- 
servera que si m exprime la pesanteur spé- 
cifique du lévier supposé uniformément pe- 
sant dans toute son étendue ^ ou plutôt cl que 
pèse une partie de sa longueur prise pour unité , 
on aura 

d’où l’on tirera 

'■=p+\/p'+^- 

L’équation Q^=:P.^-f-n.7r ou Q^=P.^-f- 

convient é|;alement aux léviers de la seconde 
et de la troisième espèce ; on en tii'e pour la 
valeur de la puissance Q, 



^‘^or, il est visible qu’en fesant varier cette 
expression est susceptible d’un minimum; qu’on 
trouvera en égalant à zéro la différentielle du 
second membre. On en conclura 



(') La En de ce numéro suppose la connaissance du 
calcul différentiel. 
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€t subslituaüt dans la valeur de Q, il viendra 

Q = 

pour la plus petite valeur dont la puissance soit 
susceptible , lorsqu’on a égard au poids du 

lévitfr. 

De la Balance. 

6i. Tout le inonde connaît l’usage et la 
construction de la balance ordinaire. On sait 
que cette machine est composée d'un lévicr 
droit BC (fig. 4o) nommé fléauy aux extrémités 
duquel sont suspendus 'deux bassins M, M' des- ^ 
tinés à recevoir les objets qu’on veut peser. Le , 
fléau porte dans son milieu un ax« qui lui est 
perpendiculaire, et dont les extrémités tournent 
librement dans des ouvertures pratiquées aux 
deux branches montantes d’une châsse qui sou- 
tient la machine. On donne aux extrémités de 
l’axe la forme la plus commode pour que le 
fléau puisse s’incliner avec le plus de liberté 
possible. On voit, d’après cette description, que 
la balance est un levier de la première espèce. 
Pour en faire usa^ , on commence par établir 
l’équilibre, le fléau étant dans une position ho- 
* rizontale , indépendamment des poids qui doi- 
vent se contrebalancer. On n’a plus besoin alors 
de s’occuper du poids de la machine , qui sera 
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dans le même cas, que si toutes les parties qui 
la composent étaient sans pesanteur. 11 est en 
outre important que ,les deux bras de la ba- 
lance soient égal*, car sans cela, le plus long 
bras favorisant le poids placé de son côté, deux 
poids inégaux pourraient se faire équilibre; de 
sorte que de deux poids égaux celui qui serait 
placé dans le bassin le plus éloigné de Taxe,' 
remporterait sur l’autre. Ces sortes de balance 
sont dites fausses. Cependant on peut s’en servir 
pour trouver le poids exact d’une marchandise, 
en s’y prenant de la manière suivante: 

On place le corps X dont on veut détermi- 
ner le poids, dans un des bassins M dont je 
suppose la distance au point d’appui A=a, et 
on établit l’équilibre en plaçant dans l’autre 
bassin M' dont la distance au point d’appui est a', 
un poids connu K. On met ensuite le poids 
inconnu X dans le second bassin M', et on fait 
de même l’équilibre au moyen d’un autre poids 
connu R' placé dans le premier bassin M ; on 
aura par là les deux équations d’équilibre ; 

*X.fl = K.n', X.a=K'fl; 

D’où, après avoir multiplié par ordre et divisé 
par on', on tirera X*=K.R', et X=V^R.K'. 
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Du Peson ou delà Romaine. 

La romaine (fig. )^st composée d’un ' 
, fléau suspendu par une anse , qui le divise en 
deux bras sensiblement inégaux. On attache au 
bras le plus court AD un bassin G ou un crochet 
destiné à soutenir les marchandises qu’on veut 
peser. En fêlant couler, au moyen d’un anneau 
le long du bras le plus longDB, un même poids 
P , on le place à une distance convenable du 
point d’appui D pour faire équilibre au corps 
suspendu à l’autre extrémité. Il s’agit de déter- 
miner les points de division du bras DB, aux- 
quels le poids P doit répondre pour faire équi- 
libre à'differens poids X placés en G. 

Soient F le poids du bras AD, lequel je sup- 
pose appliqué en E ; H le poids de l’autre bras ' 
DB, supposé réuni en G, et G le poids dubassin 
ou du crochet, qui agit verticalement sur le 
point A. Plaçons successivement en G diflférens 
. poids X , X', X*, etc. , et supposons de plus que 
poür faire prendre une position horizé>ntale et 
établir l’équilibre , il faille placer le poids cons- 
tant P à des distances du point d’appui D repré- 
sentées par D«,D^,Dc... ou x^x'y x‘... on aura, 
en fesant AD=fl, ED=^,DG=c, les équa- 
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tioBS suivantes : 

X F -j- C .a = +H.c; 

X'a + F.i-}-C.« = Pa/ +H.c; 

X'a+F-^ + C.as^P.a:*^!!.^; 

etc. 

« 

- d’où l’on conclura : 

(X'-X)a = PX:r'-..r);^ 
pL' — X')a = P (x"— a:'); 

(X"'— X') d = B- (x'"— x') ; 

• etc. 

On voit par là que si les poids X, X', X', etc. , 
croissent en progression* arithmétique , les dis- 
tances x' — X, X* — 'X', x"' — x', etc. ou ah , 
hc , etc. seront égales. Si en outre on suppose 
P=X' — X=X" — X' etc. , toutes ces distances 
seront égales à a, ou à la longueur du bras le 
plus court du fléau AB. 

La charge du point d’appui dans le peson se 
trouve en ajoutant au poids de la machine celui 
du corps placé dans le bassin avec le poids cons- 
tant P ; au lieu.que dans la balance ordinaire il 
faut -ajouter à son propre poids^ le double du 
poids placé dans l’un des bassins. Aussi la ro- 
maine, eu égard à la résistance des pièces dont 
se composent les machines , est-elle préférable 
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à la balance ordinaire pour peser les corps dont 
le poids est un peu considérable. 

63. Nous terminerons cet article par Texpli- 
cation d’un paradoxe de mécanique, que pré- 
sente l’équilibre considéré dans la machine 
connue sous le nom de Balance, de Rôberval. 

Elle consiste (fig. 42 ) en une règle AB, à la- 
quelle on attache deux autres règles CD, £F 
mobiles autour de deux clous qui les retiennent. * 
On attache de même aux extrémités C , D ; E ,‘E ' 

deux autres règles CE , DF également mdbiles 
autour de ces points , ensorte que le rectangle 
CDFEpeutprendœ.un^autre 6gure et une autre 
situation On implante perpendiculairement 
»ur la règle CE et sur la règle DF vis-à-vis l’un de 
l’autre 4sux bàtous destinés à porter deux poids 
(^puiixiP, P';-€lela posé, on observe qu’en quelque 
endroit qu’on suspende sur les bâtons les deux 
poids , l’équilibre n’est point troublé , même 
lorsqu’ils ne sont pas également éloignés des 
points d’appui A ou B. Que devient donc alors 
cette règle générale, que dans le lévier deux 
poids égaux pour être en équilibre , doivent être 
à égale distance du point d’appui ? On rendra 
raison de cette espèce de paradoxe, en fesant 
attention à la manière dont les poids P , P' 
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agissent l’un sur l’autre. Pour cela, on de'com- 
posera l’efibrt du poids P appliqué en L (fig. 43) 
en deux, l’un dirigé suivant DL, et l’autre sui- 
vant LF ; ensuite chacun de ceux-ci, appliqués 
respectivement en D et en F pareillement en 
deux , les uns DM, FM' dirigés suivant DF , et 
les autres DN, FN' perpendiculaires à DF. Une 
semblable décomposition de l’autre côté donnera 
deux forces suivant CE, qui contrebalanceront 
évidemment celles qui sont dirigées suivant DF, 
comme étant égales et placées à égale distance 
des appuis. Voyons à présent ce que deviennent 
les forces perpendiculaires aux règles DF, CE. 
La force DN, par exemple, se décomposera eu 
deux, l’une dirigée suivant CD, qui sera dé- 
truite par la résistance du point B et une autre 
dirigée suivant DF. De même la force FN' se 
décomposera en deux, Fune dirigée suivant FE, 
qui-sera détruite parla résistance du point A et 
l’autre dirigée suivant FD.Celle-ci sera égî^t di- 
rectement o^osée à la première dirigée suivant 
DF ; par conséquent elles se détruiront récipro- 
quement. Un semblable résultat aura lieu de 
1 autre côté des appuis A , B. Donc l’équilibre 
subsistera dans la machine en question , en 
quelqu’endroit G et L ( fig. 42 ) des soutiens 
IK qu’on aitplacé deux poids égaux P, P'. 
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De la Poulie. 

64- La poulie consiste en une roue plus ou 
moins grande, creusée dans sa circonférence et 
assujétie à tourner autour d’un axe placé à son 
centre. On s’en sert communément pour élever 
im poids au moyen d’une corde qu’on fait glisser 
dans la rainure de la circonférence. L’axe sur 
lequel tourne la poulie se nomme goujon , ou 
boulon', et la pièce fixe qui le porte, Y écharpe 
ou la chape. 

La poulie est dite fuceoM immobile, lorsqu’elle 
ne peut prendre qu’un mouvement de rotation 
autourde son axe. Elle estdite /woiiTe, lorsqu’elle .. 

se meut ou tend à se mouvoir avec le poids 
qu’elle soutient, et en général avec la résistance 
qu’elle est destinée à vaincre. 

L’assemblage de plusieurs poulies , les unes 
fixes^^s autres mobiles, toutes embrassées par 
une j^me corde , se nomme rrÈuffle ; et «en 
termes de marine, palans, caliornes. 

Si la corde qui embrasse la poulie est tirée par 
deux puissances qui tendent à la faire glisser 
en sens contraire , il est clair que pour se faire 
équilibre , elles doivent être nécessairement 
égales; d’où il suit que la corcje doit être égale- 
ment 
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Uient tendue dans toute sa longueur. Celte éga- 
Hté de tension est indépendante de la forme de 
la poulie. Elle aurait lieu, quand même la poulie 
n’aurait pas une forme circulaire, qui est celle 
quon lui donne ordinairement comme plus 
simple et plus commode dans la pratique. 

Soient donc , P, Q deux puissances applique'es 
aux extrémités E, E' d’une corde EOE', qui em- 
brasse la partie TOT' de la circonférence d’une 
poulie fixe (fig.44).Si onprolonge leurs directions 
jusqu’à ce qu’elles se rencontrent en A, et si on 
prend les lignes égales AB, AC pour exprimer 
ces puissances, leur résultante sera représentée 
par la diagonale AD du losange ACDB ; ainsi 
l’obstacle destiné à anéantir leur éffet doit être 
placé sur la direction AD de celte dlagonaie. 

Or il est aisé de voir que le centre K de la poulie 
circulaire est sur cette direction ; l’équilibre aura 
donc lieu autour du centre , pourvu que ce 
point soit capable de soutenir un effort égal à ^ 

R = aQ cos i (P, Q), valeur de la diago- 
nale AD. ” 

11 est bon d’observer que la direction de la 
diagonale doit rencontrer perpendiculairement 
la surface TOT'. Sans cela il y aurait un mou- 
-yemeat de rotation, au molas dans le cas où le 
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corps serait libre et abstraction faite du frotte* 
ment. > 

Si on mène les rayons KT, KT', ils seront 
perpendiculaires respeetirement an* directions 
AT , AT' des puissances P et Q ; de plus AD 
sera perpendicnlaire à la soustendante TST'. 
Donc^les deux triangles BAD , KTT' sont sem- 
blables et donnent la proportion : 


d’où 


Q : R :: KT : TST' ; 


O— — R ■ 


/•désignant le rayon de la poulie, et s la sousten* 
dante de l^arc TOT'. Si les directions sont pa- 
rallèles, comme alors la soustendsmte devient 


J* . K.T U , R » . \ 

BB dianaetre, on aura Q . K— c est^a- 

dire que la charge de la poulie est double d’une 
des puissances-, ce qu'on savait d’avance (lo) 
et ce qui se trouve confirmé d’ailleurs par l'ex- 
pression de R=2Q.cosi (P, Q). 

Les mêmes équations conviennent à la poulie 
mobile. Il suffit de supposer la corde fixée à une 
de ses extrémités E et de regarder la puissance 
Q comme destinée à vaincre une résistance R 
dirigée suivant AD'. On en conclura que dans 
la poulie mobile, la puissance a di a^tautoton^ 
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d’effort à faire pour produire l’effet qu’on a en 
vue, que les directions TE, T'E' approchent du 
parallélisme , et que lorsqu’elles sont parallèles, 
la puissance n’est plus que la moitié de la résis- 
tance, comme on vient de le voir. 

Ce que nous venons de dire s’applique natu- 
rellement à la poulie composée , ou en général 
à un système de poulies , quel qu’en soit le 
nombre , et quelle qu’en soit la position. Par 
exemple, si un poids P est soutenu par une 
puissance Q, au moyen de plusiéurs poulies dis- 
posées de manière que la corde qui embrasse 
chacune d’elles soit fixée invariablement par 
l’une de ses extrémités , et attachée par l’autre 
à la chape de la poulie voisine, comme on le 
voit (fig. 45). En désignant par r, r, /•" les rayons 
des poulies B, B', B’ et par <, t" les tensions 
des cordons E, E', E", on aura d’abord Q=t, 
parce que la poulie A ne sert qu’à changer la 
direction de la force Q; et c’est même pour cela 
qu’on l’appelle aussi poulie de renvoi; ensuite t 
ou 



d’où l’on conclut par la multiplication. 



lo. .• 
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En général on aura Q=^, «étant le nombre’ 
de poulies mobiles. 

Lorsque les directions des cordons qui em-' -■ 
brassent chacune des poulies ne sont pas pa- 
rallèles, il n’est pas non plus difficile de trouver 
la relation entre la puissance et la résistance^ 
dans le cas de l’équilibre ; car en désignant par 
s'y s* les soustendantes des arcs embrassés 
par les cordes, et par /•, r', r'ies rayons corres-' 
pondans, nous, aurons, comme ci>dessus : 

t ou 

i S f 


et par conséquent, 



r./y 


s. s .s 


.P. 



La disposition des poulies qu’on vient de con- 
sidérer n’est pas la plus commode. On préfère 
à cet assemblage celui où toutes les poulies sont 
embrassées par une même corde, dont les unes’ 
sont fixes et les autres mobiles. C’est ce qu’on’ 
appelle, comme nous l’avons déjà dit, moujflesy 
palans y cali^rnes. Dans ce dernier système^ 
toutes les poulies mobiles sont portées sun>un« 
même chape , et les poulies fixes sur une autre. 
Leurs centres peuvent être distribués sur difie-; 


» 
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jrens points de la chape , qui les porte , ou si- 
tués surun même axe { Voj. les figures 46, 47)* 
Au reste , quelque différence qu’on suppose 
dans ces dispositions particulières, on pourra 
toujours, en vertu des mêmes principes, trouver 
facilement le rapport de la puissance au poids ou 
à la résistance dans le cas de l’équilibre. 

J’observe 1®. que la corde , qui embrasse 
toutes les poulies , est uniformément tendue 
dans toute sa longueur , et que sa tension t est 
représentée par la puissance Q appliquée à une 
de ses extrémités ; 2®. que les poulies portées 
sur la mouffle immobile doivent être considé- 
rées comme des poulies de renvoi ; et que par 
conséquent il n’y a que celles qui sont portées 
sur la mouffle mobile qui concourent à pro- 
duire l’équilibre avec la puissance. Gela posé , 
' s’il s’agit d’empêcher un corps d’obéir à l’acliou 
de la pesanteur, il faudra, lorsque les direc- 
'tions des cordons sont parallèles, que la résul- 
tante de toutes les tensions soit verticale, qu’elle 
' passe par le centre de gravitédu corps, et qu’elle 
soit égale au poids même du corps. Ainsi , s’il y 
a un nombre n de cordons aboutissans à la 
mouffle mobile, on aura pour l’équilibre nQ=P, 

‘ ou Q=- ; niais si les cordons n’étaient pas pa- 
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rallèles, en prenant sur chacun d’eux des parties 
égalés pour représenter leur tension <, on la dé- 
composerait en deux forces, l’une horizontale, 
l’autre verticale. La résultante des forces hori- 
zontales n’empêcherait point la chute du corps j 
elle pourrait produire seulement dans le système 
un mouvement d’oscillation , qu’il est inutile de 
considérer ici. Quant à la résultante des forces 
verticales, elle devrait être égale, comme dans 
le premier cas, au poids du corps, et passer par 
son centre de gravité. Or chacune des compo- 
santes est égale à la puissance Q multipliée par 
le cosinus de l’angle que fait la direction du 
cordon avec la verticale. Ainsi, on aura P=;Q.S; 

S exprimant lasomme descosiuus des angles que 
chacun des cordons aboutissansàlaœoufflemo- 
üle fait avec la verticale ; c’est-à-dire que /a puis- 
sance est au poids comme V unité est àla somme des 
cosinus des angles que fait clmque cordon avec la 
verticale. Si on suppose les cordons parallèles , 
on retrouve, comme cela doit être , P=nQ. , 
Si l’obstacle qu’on veut forcer en fesant usage 
des mouffles, n’était pas un poids, on substitue- 
rait aux angles que les cordons étaient supposés 
faire avec la verticale, ceux qu’ils feraient avec 
une droite parallèle à la direction de l’eflbrt 
total de lamouffle. 
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L’équation Q = -.R trouvée ci-dessus, nous 


apprend que la puissance est égale à la résis- 
tance, lorsque la soustendante est égale au 
rayon , et qu’ensuite elle diminue , à mesure que 
la soustendante devient plus grande. Au reste , 
la puissance et le poids tendent a parcourir, dans 
un instant y des espaces qui sont en raison in- 
verse de leurs valeurs. Car pour que le poids P 
(fig. 48) parcoure un petit espace vertical ir=Tt 
3= TY, il faut que la corde assujétie à passer 
• par les deux points fixes M,M^ se raccourcisse 
d’une certaine quantité sans cesser d’envelopper 
une partie de la poulie qui diffère infiniment 
peu de celle qu’elle enveloppait d’abord. Par 
conséquent, si des points t et on abaisse 
les perpendiculaires /G, t'G' sur les premières 
directions MT , M'T', il est aisé de voir, qu’à 
cause des angles très - petits TM/ , T'MY, ce 
raccourcissement peut être exprimé par 


TG 4 -T'G'=raTG. 


Or les triangles semblables TG/, TIC donnent la 
proportion TG: II':: TI :r, ouaTG:!!':: TT':r, 
ou ::s : r. Or on a Q:P:: r:s. Donc etc. 
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Du Plan incliné. 

•65.' Le plan incliné est celui qui fait un angle 
oLlique avec l’horizon. Pour qu’un corps soumis 
à l’aclion d’une seule force, et qui ne touche le 
plan qu’en un point reste en repos, deux condi- 
tions sont indispensables : i*. La direction de 
la force doit étreperpendiculaire au plan; a* elle 
doit passer par le point de contact, autrement 
le corps prendrait du mouvement , puisque la 
force qui agit sur lui et la résistance du plan,^ • 
quand même on les supposerait égales , n’étant 
pas directement opposées , ne se détruiraient 
pas mutuellement. i 

Si le corps touchait le plan en deux points , 
il ne serait plus indispensable que la direction 
de la force qui agit sur lui , coïncidât avec la 
perpendiculaire menée sur le plan à l’un des 
points de contact; il sufllrait qu’elle rencontrât 
perpendiculairement la droite qui joint les 
points de contact, et quelle fût située dams le 
plan déterminé par les perpendiculaires élevées 
par ces deux points. Il suit de là qu’un corps 
pesant ne peut être en repos sur un plan , à 
moins que celui-ci ne soit horizontal, et que 
la verticale, menée par le centre de gravité , 
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ne passe par le point de contact, s’il n’y en a 
qu’un ; et s’il y en a deux ,‘par l’un pu l’autre de 
ces points, ou par la droite qui les joint. Dans 
Ce dernier cas, l’effort total qu’exerce le corps 
sur le plan, se distribue de manière qu’il en 
re'sulte sur les points de contact des pressions 
qui sont en raison inverse de leur distance au 
point de rencontre de la verticale avec le plan. 

Si le corps s’appuie sur trois points û, l>, c 
non situés eu ligne droite , les pressions de 
ceux-cî seront encore détermine'es. Car, soit P 
la force appliquée en p (fig. 4o)> 
décomposer d’abord en deux C , D passant par 
c eld; ce qui donnera P : C :: et/ : pd; ou parce 
que les deux triangles acb , apd ont une base 
Commune et que leurs hauteurs sont propor- 
tionnelles à cd et à pd y 

P t C :: abc : apb. 

J Ensuite , P ; D cc? : c/? , d’où D = ^ . P ; et 

pour déterminer les pressions A , B q«e D 
exerce en a et i , on fera la proportion • 

^ . P : A : : ai : W; 

ou 

■ 'V\Â.::ab'/^,.bdi 

. ta 
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et si on mène ipi' parallèlement kab , 

V: A::ab : pi; 

d’où l’on conclura, à cause que les triangles acb^ 
cpb , qui ont même base , sont proportionnels 
à ab et pi ; 

V'. A” abc: cpb. 

Par la même raison , 

P:B :: abc ; cpa. 

Donc Iss pressions e/i a, b, c sont entr elles 
comme les aires des triangles opposés cpb, cpa , 
bpa. D’ailleurs P = A-f-B-f-C. Donc les 
pressions qui résultent de la force P en a, b, c 
sont déterminées. 

Si les trois points by c étaient en b'gne 
droite, les triangles précédens s’évanouiraient, 
et on n’en pourrait rien conclure par l’applica- 
tion des principes de la Statique ; mais si le corps 
repose sur plus de trois points disposés ou non 
disppsés en ligne droite , il est impossible , en 
suivant les lois ordinaires de la Statique, d’as- 
signer la pression que chacun éprouve en parti- 
culier. 

Venons au cas où le corps serait soumis à 
l’action de plusieurs forces. Quel qu'en soit le 
nombre, il est évident que l’équilibre ne peut 


«f. 
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avoir lieu en verlu de la re'sislance du plan , 

• qu 'autant qu’elle aurait une résultante unique 
dont la direction lui soit perpendiculaire , et 
tombe, si elle ne passe pas par un des points de 
contact, dans l’intérieur du polygone convexe 
qu’on formerait en joignant ces points par des 
droites. Par conséquent, si le corps est sollicité 
au mouvement par deux forces P, P' ; pour qu’il 
reste en repos, elles doivent être situées dans un 
même plan perpendiculaire au plan incliné , et 
avoir une résultante R dont la direction rem- 
plisse les conditions ci-dessus mentiounées. 
Ainsi , on aura 

P:P':R sin(P', R);sin(P,R):sin(P,P'); 

et la pression du plan sera représentée par la va- 
leur de la résultante R, que nous savons déter- 
miner. 

Si l’une des forces P' est un poids, comme sa 
direction est une drmte verticale qui passe par 
le centre de gravité du corps , la puissance P 
'devra être dirigée de manière qu’elle coupe 
cette droite en un point d’où l’on puisse abaisser 
sur le plan incliné une perpendiculaire qui le 
^ rencontre conformément aux conditions pres- 
crites pour l’équilibre. D’ailleurs deux compo- 
santes et leur résultante devant être situées dans 
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.un même plan , il s’ensuit que le plan de leurs 
■directions sera perpendiculaire à la fois au plan . 
incline' etàunplan horizontal mené par un point 
quelconque de la verticale. Ainsi les intersec- 
tions du plan des puissances avec le plan incliné 
.et avec le plan horizontal, formeront un angle 
qui mesurera l’inclinaison des deux derniers ; 
et comme tout se passe ici dans le plan vertical, 
il est inutile d’avoir égard à l’étendue des deux 
autres. Nous réduirons donc le plan incliné à 
un simple triangle rectangle ( fig. 5o ) dont 
J’hypotéuuse AC = L , intersection du plan 
vertical avec le plan incliné, sera appelée la lon- 
gueur ce dernier; le côté AB=B, intersec- 
tion du premier plan avec l’horizontal, sera la 
'base du plan incliné ; et la perpendiculaire 
CB = H , abaissée d’un point de la première 
intersection sur la seconde, en sera la hauteur^ 
Cela posé , la figure du corps pesant , qui doit 
être retenu en équilibre sur le planincliné, étant 
donnée , il sera facile d’assigner sur la verticale 
menée par le centre de gravité , les limites des 
points par où peut passer la direction de la puis- 
sance. Il suffira pour cela d’élever aux extré- 
mités de la droite, tirée par les points les plus» 
éloignés qui sont communs à la surface du corps 
et à la longueur du plan^ des perpendiculaires. 
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La rencontre de celles-ci avec la verticale dé- 
terminera les limites demandées. Par exemple, » 
si par les points m, ni que je suppose les plus 
éloignés de ceux qui sont communs a la surface 
du corps G (fig. 5i ) et à la longueur du plan^ ^ 
on élève les perpendiculaires ml ^ m'I', leur ren- 
contre avec la verticale II' menée par le centre 
de gravité G du corps ^ déterminera l’étendue de 
la droite, qui comprendra tous les, points que 
peut rencontrer la direction de la puissance dans 
tous les cas d’équilibre. 

Lorsque la direction de P' est verticale, ce qui 
a lieu pour un poids quelconque, la suite' des 
quantités proportionnelles 

P ; P' : R : : siu (P', R) : sin (P, R) : sin (P, F)- 

devient (fig. 5a) 

P : F: R :: sin (B, L): sin (P, R); sin (P, F); 

(B, L) désignant l’inclinaison du plan, c’est-à- 
dire, l’angle que fait la longueur du plan avec 
sa base; ou bien 

P: F: R:: sin (B, L) :cos (P, L) :cos (P, B). 

( P, L), (P, B) désignant les angles que fait là 
direction de la puissance P avec la longueur et 
avec la base du plan iacliné. On tire de là pour 
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la valeur de P : 

ê , 

T) sin(B.L) jy, sin(B,L) 

sin (P, cos(P.L)’^» 

ce qui fait voir que pour une même incliuaisoa 
du plan, la valeur de la puissance P peut décroître 

depuis =s oOj jusqu’à P'sin (B, L) ; 

Tunité ou le rayon étant la plus grande valeur 
qu’on puisse donner à un sinus ou à un cosinus. 
Dans ce dernier cas, ladirection de la puissance 
est perpendiculaire à celle de la résultante , et 
parallèle à la longueur du plan. C’estla direction 
la plus avantageuse qu’on puisse donner à la 
puissance pour retenir un corps pesant en équi- 
libre snr tra plan incliné. Alors on a la propoiv 
lion P: F:: sin(B,L) : I, ou P:F::H;L; 
' c'est-à-dire que la puissance est au poids comme 
la hauteur du plan incliné est à sa longueur. Mais 
si la direction de la puissance était parallèle à la 
base , la proportion se chaugerait en celle-ci : 
P: P' H ! B ; et dans ce cas la puissance serait 
au poids comme la hauteur du plan à sa base. 

On tire de la proportion trouvée ci-dessus 
l’égalité : 

siu (P, R) 

{ 
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d’où l’on peut conclure que rinclinaison du plan 
restant la même y <on peut donner à la puissance 
P , sans troubler l’équilibre , deux directions 
différentes ; car on sait qu’un même sinus ap- 
partient à deux angles, qui sont supplément l’un 
de l’autre. Mais il faut remarquer que le change» 
ment dans la direction de la puissance en intro- 
duit un en même temps dans la pression du 
plan y comme l’indique éTidemmeut la valeur 
de R , ou l’équation 


R = 


(P. n P 

ai» 


On déterminera avec la même facilité le» 
cbangemens qui peuvent résulter de la variatioa 
de l’angle que le plan fait avec l’horizon. 

On voit aussi que si on décomposait la résul>< 
tante en deux forces , l’une verticale , l’autre 
horizontale , on obtiendrait les efforts exercés 
perpendiculairement et parallèlement à la base , 
du plan. 

Pour qu’iin corps soumis à la Seule action dp 
la pesanteur soit retenu en équilibre entre deux 
plans inclinés , il faut qù’il y ait sur la verticale, 
qui passe par son centre de gravité, au moins 
un point d’où l’on puisse abaisser sur ces plans 
des perpendiculaires qui remplissent surcbacua 


■r 
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d’eux les coudillons ci - dessus mentionnées, 
Alors le plan vertical , qui passe par le centre" ^ 
de gravité du corps, étant perpendiculaire 
en même temps aux deux plans inclinés, il 
s’ensuit que l’inlersecllon de ceux-ci se trouve 
dans un plan horizontal. 11 est donc impossible’ 
qu’un corps, pesant soit en équilibre entre deux 
plans, si leur intersection commune n’est pas 
une ligue horizontale. Dans ce cas , les deux 
plans pourront évidemment être représentés 
parles droites c«=L, c'a = L'(fig. 55) menées 
dans ces plans perpendiculairement au même 
point a de leur intersection commune. On dé- 
terminera les hauteurs et les bases de chacun 
^ d’eux , en abaissant sur l’horizontale bb' les per-' 
pendiculaires ci, c'b'. Cela posé, soient E, E' 
les pressions des deux plaus, on aura le poids 
du corps , ou 1 I , i 

. F:E:E'::smEFE':sinRFE';siuRP'E, [ 
ou bien 

F: E :E'::sin(L, L') : sin (B', L') : sin(B, L). 

On voit par là que si le poids du corps est re-' 
présenté par le sinus de l’angle que font etUr’eux 
les deux plans inclinés, les pressiôns\E', E' sont 
enlr elles réciproquement comme les 'sinus des 
angles qu'ils font avec i'hori:it>n> - • - . , -* 

Pour 
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Pour faire encore quelque application des pro- 
positions pre’ce'dentes, supposons un corpspesant 
en repos sur un plan incliné ac au moyen d’une 
corde fixée à l’une de ses extrémités <et retenue 
par une puissance Q , qui empêche le corps de 
glisser le long du plan incliné (fig. 54 )- SoltT 
la tension du cordon f£ ; on aura T= Q (64) ; 
et, en désignant par P la x’ésultante des deux 
tensions ; Q:P :: sin (T,P):sin (T,Q); d’ailleurs, 
P.'P' ::sln(B, L) :cos(Q,L). Donc, en général 
on aura 

Q (B. L) :cos (Q, L). 

Si les directions des cordons sont parallèles, 
comme on a alors ( 64 ) ^=7, on aura aussi 

sin (T, P) , , 

iin(T,Q )~^> conséquent, 

^ P' sin (B, L) 

2 C0S (Q.LÔ* 

Ce qui nous apprend que pour l’équilibre , la 
puissance ne doit être que la moitié de ce qitelle 
serait , si elle n était pas favorisée par le concours 
de la corde qui retient le corps. 

Quant à la pression qu’éprouve le plan dans 
ce cas-ci , il sera facile de la déterminer d’après 
les principes exposés auparavant. 
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Enfin, supposons deux poids P, P' (fîg. 55) 
altache's aux extre'mite's {l’une corde STS' passant 
par-dessus urie poulie de renvoi T etretenus en 
e'quilibre sur deux plans adosses l’un à l’autre , 
dont les longueurs et les bases respectives soient 
représente'es par L, L'; B, B'j on demande les 
conditions de l’équilibre. D’abord, si rien n’em- 
pêche la corde de glisser sur l’arête que forme 
l’intersection commune des deux plans, il est 
évident que cette intersection doit être horizon- 
tale } ensuite , en vertu des principes exposés ci- 
dessus, on aura, en désignant par T la tension 
de la corde, 

P: T:; cos (P, L):sin(B, L), 

T:P'::sin(B', L') : cos(F, L'); 

d’où il sera facile de conclure le rapport de P 
à P'; et si les deux cordons sont parallèles aux 
longueurs des plans , on aura 

P:P'::sin(B',L'):sin(B, L); 
c’est-à-dire que les poids doivent être en raison 
inverse des sinus des angles que font avec 1 ho- 
rizon les plans qui les soutiennent. 

Je ne m’arrête point à déterminer les pres- 
sions des deux plans , parce que cette détermi- * 
nation ne peut plus présenter aucune difficulté. 
Remarquons ayant de finir, que si du pied 
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de la perpendiculaire GR ( fig. 56 ) abaissée du 
point de concours G sur la longueur du plan , on 
mène les perpendiculaires Rr, Rr aux direc- 
tions des puissances P, P', et qu’on regarde le 
point R comme l’appui d’un levier coudé /-R/; 
les puissances tendent à décrire dansle même ins- 
tant autour des points r,r de petitsaij^e cercle 
proportionnels à leurs rayons Rc, IniPRnais ces 
rayons sont entr’eux comme les sinus des angles 
qui leur sont opposés.Donc le petit espace e que 
tend à décrire la puissance P est h l’espace e' que 
tend à décrire le, poids P' : : sin (P, R) : sin (P', R) , 
ou en raison inverse de leurs intensités. 

Du Treuil. 

66. La pièce principale du tour y *treuil ou 
cabestan est un cylindre mobile autour de son 
axe , et sur lequel peut s’envelopper par l’une 
de ses extrémités une corde qui porte à son 
autre extrémité un poids retenu en équilibre 
ou mis en mouvement par une puissance quel- 
conque dirigée de manière à pouvoir faire tour- 
ner la machine autour de son axe. Pour faci- 
liter ce mouvement de rQtatiou, on garnit le 
cylindre à ses deux bases de deux tourillons qui 
portent sur des appuis immobiles et capables 
de résister aux efforts qu’ils doivent soutenir. 
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Ordiuairementj surtout lorsque la résistance a 
valucre n’est pas considérable, il suffit d’adapter 
aux extrémités du cylindre des manivelles que 
des hommes font tourner par la force de leurs ^ 
bras. Quelquefois on implanta dans le corps de 
la pièce principale , et perpendiculairement à 
son axtyljdes léviers ou barres destinées au 
même lo^Je que les manivelles. Dans d’autres 
circonstances , on assemble solidement avec le 
cylindre un tambour plus ou moins grand, dans 
lequel peuvent marcher des hommes ou des 
animaux qui , parleur propre poids font tourner 
le cylindre et le tambour autour de leur axe 
commun. Des hommes pourraient aussi pro- 
duire le même effet en marchant et s’appuyant 
sur des clievilles attachées aux jantes d’une roue 
fesant corps avec le cylindre. Enfin on pourrait 
employer une roue dontla circonférence creusée ' 
en gorge comme une poulie, serait enveloppée 
par une corde que tirerait une puissance quel- 
conque "pour établir l’équilibre, ou pour com- 
muniquer à la machine un mouvement de ro- 
tation. 

Les dénomination» de la machine que nous 
considérons sont relatives à son objet et même 
à sa position. Dans le t/emZ l’axe est horizontal; 
on l’appelle autrement tour; mais cette dernière 
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dénomination parait plutôt un terme générique 
qui convient à la machine, quelle que soit la 
direction de l’axe. Lorsquè le cylindre est ver- 
tical , et qu’on se sert de barres horizontalCvS 
pour mettre le corps en mouvement, on l’ap- 
pelle cabestan. 

Quelle que soit la manière dont la puissance 
agit sur la machine, on voit que les eQbrts du 
poids et ceux de la puissance sont dirigés dans 
deux plans parallèles entr’eux, ou au moins 
sensiblement parallèles. 11 s’agit à présent de 
déterminer“les effets qui doivent en résulter sur 
les appuis, après avoir établijles conditions de 
l’équilibre. Réduisons en conséquence toute 
la machine à ce qu’elle présente d’absolument 
nécessaire pour la recherche que bous avons 
en vue. Ainsi AA' ( fig. 5y ) représentera l’axe 
du cylindre , C' le ceittre de la section circu- 
laire faite par un plan perpendicülaire à sa 
longueur, et passant par la direction du poids R; 
C le centre de la section de la roue faite par 
un autre plan parallèle au premier et passant 
par la direction de la puissance ; M est le mi- 
lieu de la droite qui sépare les deux sections; 
enfin je représenterai par r et r les rayons de 
la roue et du cylindre. , 

Cela posé, décomposons l’effort du poids P' 
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en deux autres, l’un passant par le point M €rl 
l’autre dirigé dans le plan de la section de la 
roue. Le premier égal à 2P' sera détruit par la 
résistance de l’axe, et le second égal à — V' 
devra être contrebalancé par reflbrt de la puis- 
sance P. Il faut donc que la résultante de ces 
derniers passe par Tappui G (60) , et que par 
conséquent la somme de leurs momens pris par 
rapport à ce point soit nulle. Mais le moment 
de la force — P'= — P'/'; car les intersections 
communes C'T', CS avec le plan horizontal 
C'T'M prolongé, sont évidemment âeux droites 
égales et parallèles. On aura donc pour l’équi- 
libre ; 

P./’ — P'.r'=:o; ou P./’x=P'.r'; 

ce qui donne la proportion : la puissance est 
au poids* comme le rayon du cylindre est au 
rayon de la roue; résultat qui s’accorde avec ce 
qui a été dit ( 45 ). 

On aura l’attention de prendre pour ret pour 
/lesrayonsde laroueet du cylindre augmentés, 
s’il y a lieu , de ceux des cordes qui les enve- 
loppent ; car la puissance et le poids exercent 
évidemment leur action suivant l’axe de la corde 

à laquelle ils sont appliqués. 

■ ^ 

67. Remarque. L’équation précédente expri- 
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merait de mémelesconditionsde l’equilibre entre 
les puissances P et P ^ si elles étaient situées 
Pune et l’autre dans un même plan parallèle- 
ment à leurs premières directions et à des dis- 
tances de l’axe respectivement égales aux pre- 
mières. Elle aurait encore lieu , quand même 
on supposerait la force tangentielle P appliquée 
à un autre point de la circonférence de la roue; 
d’où l’on peut conclure que l’effet d’une force 
quelconque dirigée tangentiellementàla circon- 
férence d’un cercle, estlemême, quantau mou- 
vement de rotation qu’elle tend à produire autour 
d’un axe , quel que soit le point d’application sur 
cette circonférence. 

Pour avoir la charge des appuis A, A', on 
observera que la résultante des forces P et — P' 
peut être remplacée par ses composantes appli- 
quées l’une et l’autre suivant leurs premières 
directions au centre G de la roue. Donc, i*. la 
puissance P doit produire sur les appuis le mêmé 
effet que si elle avait été transportée parallèle- 
ment à elle-même au point C. Ensuite les forces 
parallèles — P' et aP' dont Pune passe par le 
point C et l’autre par le point M, équivalent ^ une 
force unique P' appliquée en C'. Donc, 2“. le 
poids P' exerce aussi sur les appuis la même 
action que s’il avait été appliqué cu C'. Ou dé- 
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composera donc les puissances P , P', comme 
si elles avalent été transportées sur l’axe paral- 
lèlement à elles-mêmes, chacune en deux autres 
passant par les appuis A, A'; et si on veut avoir 
égard en même tems, comme cela est néces- 
saire , au poids du cylindre et à celui de la roue , 
on considérera ces poids comme de nouvelles 
forces verticales , dont on trouvera facilement 
la position; et après avoir fait une décomposi- 
tion semblable aux premières , il ne restera plus 
qu’à déterminer la valeur et la direction des 
forces résultantes de celles qui passent par les 
appuis. 

11 est visible que dans le treuil les espaces que 
les puissances tendent à décrire dans un instant, 
sont comme les rayons, aux extrémités desquels 
elles sont appliquées , et par conséquent en 
raison inverse de ces mêmes puissances. 

Nous ne parlerons point ici des conditions de 
l’équilibre, lorsque plusieurs puissances et plu- 
sieurs poids sont appliqués à un tour, parce que 
cette question a été suffisamment éclaircie, lors- 
que (43) on a parlé de réquillbre d'un .sys- 
lente de forces quelconques autour d'un axe 
immobile. 
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Du Cric. 

Le cric simple, que-nous considérons d’abord, 
est composé d’une barre mobile dans une châsse 
et garnie à l’une de ses faces de dents qui en- 
grènent avec celles d’une petite roue ou pignon 
qu’on fait tourner autour de son axe au moyen 
d’une manivelle. Il peut résuker de ce méca- 
nisme, suivant la longueur de la barre, un effort 
considérable, propre par conséquent à soulever 
des corps d’autant plus pesans, que le rayon de 
la manivelle surpasse celui de la roue; car il est 
visible que l’équilibre a lieu , comme dans le 
treuil, lorsque la puissance est à la résistance 
comme le rayon de la roue est h celui de la ma- 
nivelle. 

Le cric composé diffère du cric simple seule- 
ment en ce qu’on emploie dans celui-là plus 
d’un pignon. Sa théorie rentre dans celle des 
roues dentées que nous allons exposer. 

Nous ne parlerons p(^nt d’autres machines, 
telles que la grue, etc., qui se rapportent au 
treuil, par la raison que les recherches qui leur 
sont relatives , n’offrent à présent aucune diffi- 
culté. 
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t , 

Des Roues dentées, 

66. Les roues dentées sont terminées à leur cir- 
conférence par des parties également espacées, 
qu’on appelle dents, à laide desquelles elles 
engrènent les unes avec les autres et se trans- 
mettent l’action d’une puissance quelconque. 

# Ces sortes de roues sont d’un très-grand usage. 

Ordinairement on réunit sur un même ai’bre et 
dans des plans differens une grande roue et une 
petite. Celle-ci prend alors le nom de pignon , 
dont les dents ou ailes engrènent avec les dents 
d’une autre roue. 

Dans les grandes machines les pignons sont 
remplacés le plus souvent par des lanternes , 
qui ne sont rien autre chose que des cylindres 
assemblés parallèlement entr’eux dans des pla- 
teaux. Comme l’action de la force motrice se 
transmet de la même manière dans ces deux cas, 
nous nous contenterons d’examiner l’engi’enage 
des roues et des pigngns. Supposons donc une 
puissance P appliquée langentiellement à la cir- 
conférence d’une l’oue (fig. 58) qui porte un 
pignon dont les ailes engrènent avec les dents 
d’une seconde roue , qui porte de même un 
pignon dont les ailes engrènent à leur tour avec 
les dents d’une troisième roue. Concevons la 
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même combinaison jusqu’à la l’oue au pignon 
de laquelle est suspendu le poids P', qu’il s’agit 
de retenir en équilibre ou de faire mouvoir. 
Soient R, /’; R', /'; R", r', etc. , les rayons des 
roues et des pignons de chaque assemblage; et 
désignons parE, E', E", etc., les efforts que les 
dents et les ailes , qui se rencontrent, ex^'cent 
les unes contre les autres; nous aurons les pro- 
portions suivantes : 

P : E :: r ; R , 

E:E'::r':R', 

F: P'::/: R'; 

d’où nous conclurons, parla multiplication, 
P:F::r.r'.r':R.R'.R% 

c’est-à-dire que la puissance est au poids comme 
le produit des rayons des pignons est à celui des 
rayons des roues. 

.On peut énoncer autrement le rapport de la 
puissance au poids pour qu’il y ait équilibre , 
en disant qu'il doit être composé du rapport du 
rayon du dernier pignon au rayon de la pre- 
mière roue et du rapport du nombre de révo- 
lutions du dernier pignon , au nombre de révo- 
lutions de la première roue faites dans le même 
tems. En effet, la proportion trouvée ci-dessus 
P r' r r' 

donne p = jï; • O*" nombre des ailes du 
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premier pignon étant au nombre des dents de 
la seconde roue , dans le rapport de leurs cir- 
conférences ou de leurs rayons, on volt claire- 
ment que la première roue ou son pignon fait 


un tour , tandis que la seconde en fait . De 
même , tandis que la seconde roue ou son pignon 

% y 

fait un tour, la troisième en fait etpar consé- 


quent cette dernière en fait , tandis que la 


première en fait un. Ainsi le rapport des nombres 
de tours faits en meme temps par le dernier 

T T 

pignon et la première roue = j cequifait 
voir la vérité du dernier énoncé. 


Il suit de ce qui pi’écèdc, i*. qu’un poids étant 
donné , en le multipliant par le produit des 
rayons des pignons et divisant le résultat par le 
produit des rayons des roues , on a la puissance 
qui peut soutenir le poids. Ainsi en multipliant 
convenablement le nombre des roues, une puis- 
sance médiocre peut faire équilibre à un poids 
considérable. Il est vrai qu’en multipliant îe 
nombre des roues, on augmente le frottement, 
ce qui peut contrebalancer l’avantage que cette 
multiplication semble présenter. 

a*. Qu’en multipliant la puissance par le pro- 


« 
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duit des rayons des roues , et divisant le tout 
par le produit des rayons des pignons, on a 
pour quotient le poids que la puissance peut 
soutenir. ^ 

3°. Que la puissanœ et le poids étant donnés, 
on peut trouver le nombre des roues, et assigner 
le rapport qui doit exister entre le rayon de 
chacune et celui du pignon qu’elle porte, pour 
que la puissance appliquée à la première circon- 
férence soutienne le poids. On divisera le poids 
par la puissance, et on décomposera le quotient 
en ses facteurs ; le nombre de ces facteurs sera 
celui des roues; et les rayons des pignons com- 
parés à ceux des roues devront être dans le même 
rapport que l’unité à ces diflerens facteurs. Qu on 
ait, par exemple, un poids de 5ooo et une puis- 
sance de 40 , U vient au quotient 125 = 5.5.5. 
On pourra donc employer trois roues dans cha- 
cune desquelles le rayon du pignon devra être 
à celui de la roue comme i à 5. 

On trouvera sans peine actuellement le rapport 
des espaces parcourus en même lems par la 
puissance P et par le poids P'. Car si nous expri- 
mons par S, s ; S', s'; S', s" les espaces parcourus 
en même tems par un point pris séparément 
sur les circonférences de la première roue et du 
premier pignon ; de la seconde roue et du second 
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pignon; de la troisième roue et du troisième 
pignon, nous aurons les proportions suivantes : 

S : 5 :: R ; r; 

et à cause de s=S' ^ 

s: s':: R'; /; 

par la même raison on aura 
/:/::R": / •'; 

et , en multipliant par ordre , il viendra 

S:j'::R.R'.R' : r.r'.;'; 

ce qui nous apprend que les espaces parcourus 
par les puissances dans le même tems sont entre 
eux réciproquement comme ces mêmes puis- 
sances. , 

Avant de finir cet article, nous allons enseigner 
la manière de déterminer les nombres de dents 
et d’ailes que doivent avoir plusieurs roues et 
plusieurs pignons qui engrènent ensemble , 
pour faire dans un tems déterminé un nombre 
de révolutions données. 

Quoique ce problème n’appartienne pas pro- 
prement à la Statique , nous avons jugé à propos 
de le résoudre ici à cause de sa grande utilité 
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dans la const^ruclion des machines , principale- 
ment dans l’horlogerie. 

Supposons quatre roues dentées disposées de 
manière que la première engrène avec le pignon 
fixé à la seconde; que celle-ci engrène avec 
le pignon fixé à la troisième; ainsi de suite. 
Nommons A, A', A', A" les nombres de dents 
des quatre roues, et a', a', a" les nombres 
d’ailes des quatre pignons. De plus, désignons 
par N, N', N*, N* les nombres de tours que les 
quatre roues font enmêmetems; ceux des trois 
premiers pignons, qui font corps respectivement 
avec la seconde, la troisième et la quatrième 
roue, seront représentés par N', N', N*; et nous 
appellerons N'^ le nombre de tours que^ fera en 
même tems le quatrième pignon. Cela posé, il 
est clair que le nombre de dents de la première 
roue , engrenées pendant un tour, étant =A, le 
nombre de dents engrenées pendant un nombre 
N de tours =N A. De même, le nombre d’ailes 
du premier pignon engrenées pendant le nombre 
N' de tours = N'a. Mais il y a autant de dents 
engrenées d’une part que d’ailes engrenées de 
l’autre ; donc NA=N'«, ou 

N:N'::«; A; 
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De même» 

N' : N* :: o' : A', 

N' : N* :: a': A', 

'N'; N-:: a': A"; 

et , eu multipliant ces proportions par ordre, on 
tirera la suivante: 

N ; N ‘ : fl . a' , n* . «• : A . A' . A' A'", 

laquelle nous apprend que la (juantité de tours 
que font en même tcms la première roue et le 
dernier pignon est en raison du produit des 
nombres d’ailes des pignons à celui des nombres 
de dents des roues. 

Pour faire une application de ce que nous 
venons de dire, ne prenons que trois roues et 
trois pignons, et cherchons les nombres de 
dents et d’ailes qu’ils doivent avoir respective- 
vement pour que la première roue fesanl un 
tour en un an, le dernier pignon en fasse un en 
douze heures. L^annéeétantde 365 jours 5 heures 
49 minutes ou de 8765 || heures ; en divisant 

N'" 

8765 H par 12, on aura-j^= 730 7^-®; et par 

conséquent A . A'. A'=73o |4I • ^ • u'.a*. Le pro- 
duit A . A' . A* étant un nombre entier, on pourra 
faire a. a'. «'=720; nombre dont les facteurs 
8, 9, 10 sont propres à déterminer la quantité 

d’ailes 
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d’ailes qu’on doit donner aux pignons. Mais 
celte supposition entraîne un inconvénient, en 
ce que A. A'. A' devant être égal à 526949, ce 
dernier nombre n’est pas décomposable en trois 
facteurs propres à donner les nombres de dents 
des trois roues. Il faudra donc y remédier, en 
cherchant par approximation ce que le calcul ne 
peut donner exactement. 

ï*uisque la question exige que a. «'.a* soit 

un entier, voyons si en le diminuant d’une quan- 
tité très-petite^, nous pourrons arriver au but. 
Posons donc yjf (a-a. a’) — =E j ou . . . 

a . a' . a* = En fesantles calculs néces- 

34.9 

saires ^ conformément à ce qui est enseigné en 
Algèbre, on verra qu’il faut satisfaire aux deux 
équations 

a . a' . a'= 720E' - 1 - , 
et 

A. A'. A'= 5 a 5949 E'-f- lôjzSid} 

en négligeant dans la dernière la fraction 
qui ne sera d^aucune conséquence. 

On est le maître à présent de donner à E' et 
• à ^les valeurs qu’on voudra. On trouvera, après 
plusieurs essais, que celles qui réussissent don- 

la 
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nent fl.a'.a’=i96=4*7*7 

A. A'. A'= 143175=25.69.83. Ainsi le pro- 
blème sera résolu , si on prend trois pignons 
de 7, 7, 4 ailes et trois roues de 83 ^ 69, a 5 
dents; disposant d’ailleurs le tout comme on 
voudra. 

Nous avons dit que la fraction qui a été re- 
jetée , ne causerait aucune erreur sensible ; c’est 
ce dont on peut se convaincre en cherchant par 
les formules précédentes^ combien de tours la 
roue et le pignon peuvent faire en même temps. 
On trouvera que si le pignon fait un tour en 
douze heures , la roue en fait un en 12. * 
heures, ou 365 jours 5 heures 4 ^ H* Ainsi le, 
problème est résolu à de minute près. 

Beniarque. Dans quelques machines , qui peu- 
vent se rapporter de même au treuil, l’action de 
la force motrice est variable. Alors , si la résis- 
tance à vaincre est constante , la force doit être 
appbquée à des bras de lévier dont la longueur 
devienne plus ou moins grande à mesure que 
son intensité diminue ou augmente. Tel est le. 
mécanisme des montres ordinaires. Le principe 
moteur est un ressort plié spiralement sur lui- 
même dans un barillet AB ( fig. 69 ) , qui est 
traversé par un aibre immobile CD, autour 
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duquel il a la liberté de tourner. Ce ressort est 
fixé par l’un de ses bouts à l’arbre, et par l’autre> 
à la surface concave du barillet ; une chaine EFG 
est arretée aubarillet par l’une de ses extrémités 
et par 1 autre aune fusée MN defoi’mc conique , 
traversée quarréinent par un arbre OP, qui fait 
corps avec elle. Pour monter la montre, on fait 
tourner la fusée par le moyen d’une clé qu’on 
applique à la tête O de l’arbre. La chaine en s’en- 
veloppant sur la fusée fait tourner dans un sens 
le barillet autour de son axe retenu par une roue 
d arrêt. Par ce mouvement , le ressort se tend, 
en se pliant autour du môme axe , de manière 
que sa plus grande tension a lieu lorsque la 
chaîne répond au plus petit diamètre delà fusée. 
Quand la montre est montée entièrement, on 
retire la clé , 1 action du ressort spiral fait 
tourner en sens contraire le barillet , ainsi que la 
fusée et une roue RN fixée à la base de celle-ci 
transmot le mouvement à tout le rouage dont la 
montre est composée. On voit par là qu’à mesure 
que le ressort se déploie et perd sa force , la 
chaîne est appliquée àdes distancesplus grandes 
de 1 axe de la fusée; ce qui produit une compen- 
sation , et fait que le moment déjà force motrice 
i.'6st6 toujours U peu prcs le niêrne. 

Nous ue nous étendrons pas davantage 

la.. 
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ce dernier objet, qui nous est en quelque sorte 
étranger, et nous renvoyons aux Traités d’hor- 
logerie , qui donneront tous les détails qu’on 
pourra desirer. 

De la Vis. 

6g, La vis est un cylindre droit, tel que AB 
(fig. 6o), creusé en forme de spirale. On peut 
concevoir que sa génération se fait par le mou- 
vement uniforme d’une ligne droite glissant 
autour de la surface du cylindre parallèlement 
à son axe , tandis qu’un point I placé sur celte 
droite descend aussi uniformément, La courbe 
décrite par ce double mouvement, se nomme 
hélice. Comme un cylindre peut être creusé 
intérieurement ou eu dehors, on distingue deux 
sortes de vis. lîa vis propremen t dite est celle don t 
la surface creusée est convexe , et celle dont la 
surface creusée est concave, se nomme commu- 
nément ec/'ou. Ces deux espèces de vissent tou- 
jours jointes l’une à l’autre, toutes les fois qu’on 
veut s’en servir comme d’une puissance méca- 
nique. Tantôt lavis est mobile et l’écrou est fixe j . 
tantôt au contraire c’est l’écrou qui est mobile, 

« a VIS est fixe; mais dans ces deüx cas l’effet 

tom ' 
lu vis ^1 ® nomme le Jlet de 

fllct à l-auire, e%ùmé. 
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parallèlement à l’axe, est le pas de la vis; et la 
partie du filet comprise entre les extrémités de 
la droite , qui mesure la hauteur du pas de la 
vis , se nomme spire. 11 est visible que le filet 
d’une vis n’est rien autre chose qu’un plan in- 
cliné roulé en spirale autour d’un cyKndre, et 
que l’inclinaison de ce plan est d’autant plus 
petite que la hauteur des pas de vis est moins 
grande. Ainsi, lorsqu’une vis tourne dans son 
écrqu, on peut regarder ces deux pièces comme 
deux plans inclinés dont l’un glisse sur l’autre. 
La hauteur est déterminée pour chaque tour, par 
la distance d’un filet à l’autre, la longueur par . 
celle de la spire correspondante, et la base par 
la circonférence du cylindre ; car il est évident 
que si on développe un filet de la vis avec son 
pas, on aura un plan incliné. Ce développement 
forme un prisme triangulaire ou un prisme qua- 
drangulaire, suivant que les filets sbnt^angu- 
laires ou carrés ; car on leur donne ces diffé- 
rentes formes selon les efforts qu’ils ont à sou- 
tenir, et la matière dont les vis sont composées. 
Cette machine est d’un grand usage; on peut 
l’employer pour élever des poids, ou surmonter 
des obstacles, mais plus ordinairement pour 
exercer des pressions. On applique pour cela 
la puissance à l’extrémité d’une barre qui tra- 
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dans un plan perpendiculaire à l’axe. Comme 
le poids entier de l’écrou ne porte pas sur un 
seul point du filet, mais sur plusieurs à la fois, 
il faudra le concevoir divisé en autant de parties 
qu’il y a de points de l’écrou qui s’appliquent 
sur ceux du filet, et imaginer en outre la puis- 
sance Q partagée en uu égal nombre de puis- 
sances partielles q, q', q", q'", etc. propres à 
contrebalancer l’effet des poids partiels corres- 
pondans p, p' , p'\ p'". 

Soit donc P un de ces poids, que je suppose 
reposer sur le point I, distant de la vis d’une 
quantité =r. Si on imagine par ce point une 
tangente l\t\ il est clair qu’on pourra supposer 
le poids P comme placé sur un plan incliné dont 
la hauteur = h serait celle du pas de la vis, la 
longueur égale à la longueur de la spire corrs^- 
pondante et la base égale à circ.r. Or, si on 
conçoit une puissance n: appliquée au point I 
parallèlement à la base du plan, on devra avoir 
pour l’équilibre (65) 'K'.p'.'.h'. circ.r, ou 

nt = - Si en prolongeant r on suppose que 

le prolongement rencontre le point d’applica- 
tion de la force Q à une distance R , et si on 
décompose la force tt en deux autres parallèles, 
l’une nt' passant par le point d’application, et 
l’autre tt' passant par l’axe; celle-ci sera évidem. 
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ment dëtruitç par la résistance de l’axe, et 
l’autre^r', qui aura pour expression fio) ^ 

ph . ^ cire. R 

' cire. R “evra faire équilibre à la force q ; ou 

aura donc q== Mais on a remarqué (67) 

que des forces appliquées tangentiellement à des 
circonférences de cercles situés ou non situés 
ans un meme plan, produisent Je même effet, 
quant au mouvement de rotation autour d’un axe; 

. d ailleurs on vient de voir que la distance r à 
1 axe de la vis n’enlre nullement dans l’expres- 
sion e q, d s ensuit donc que pour les autres 
points on aura une expression analogue à la pré- 
cedentfe; ce qui donnera cette suite d’équations ; 

.. 9 = 

i , cire. R * 

. • • ' g'- 

' cire. R ' • 

^ cire. R • 

■ ' etc. 

Mais q-h^'+tf" -Ketc. = Q ; d , 

;H-/+;*"+etc.=p. DoncO=-L.^ 

^ cire. R 

l’on tire, Proportion Q :P;;/,;c;„. R;o„ 

. hpimsanc^ est i la résistance comne la hauteur 

, f 


f 
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du pas de vis e»t a la circonférence qui aurait 
pour mjon la distance du point d’ application de 
la puissance à taxe de la vis. 2“. Cette consé- 
quence : La puissance aura d'autant plus d'avau-, 
tagey que les spires seront plus serrées y et quelle 
agira à ïextrénûté dun lévier plus long. 

On remarquera que tandis que l’écrou par- 
court la hauteur d’un pas de vis, le point auquel 
la puissance est appliquée , décrit perpendicu- 
lairement autour de Taxe du cylindre un espace 
= circ. R. 

Cette machine, ainsi que les autres, fait donc 
perdre en tems ce qu’on gagne en force. 

De la Vis sans fin. 

La vis ordinaire est quelquefois employée 
pour communiquer à une roue dentée un mou- 
vement de rotation, à l’aide duquel il s’agit 
d’élever un poids ou de vaincre une. résistance 
quelconque. Pour produire cet effet, après avoir 
donné au pas de vis une hauteur égale à l’une 
des divisions de la roue, on a soin de disposer 
la machine de manière que l’axe de la vis soit 
dans le plan de la roue, et que son filet engrène 
avec les dents. Si une puissance Q, à l’aide d’une 
manivelle ou autrement, fait tourner la vis, U 
est clair que son filet exerce successivement 
contre les dents et parallèlement à l’axe, une 
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pression propre à contrebalancer l’effort que le- 
poids ou la résistance exerce sur l’arbre de la 
roue. La machine aitisi construite^ s’appelle 
sans fin. On lui donne ce nom parce qu’elle fait 
tourner perpétuellement la roue dentée, et que 
la vis elle-même peut tourner, sans jamais finir, 
au lieu qu’on ne peut faire faire aux vis ordi- 
naires qu’un certain nombre de tours. 

Cela posé, désignons (fig. 6i ) par e l’effort 
qu’cn vertu du mouvement de rotation imprimé 
à la vis le filet exerce parallèlement à l’axe contre 
une des dents de la roue , par h la hauteur 
d’un pas devis, R le rayon de la circonférence 
que la puissance Q tend à décrire , par R' le 
rayon de la roue dentée , et par r celui de son 
arbre; on aura: 

' î -• 

iV' Q : e :: h : cire. R ; 

et, parce l’effort e peut être considéré comme 

une piÿ^sance appliquée perpendiculairenlentà 
Pextrémité du rayon R’; 

* 

2”. e ; P :: r ; R'. 

Donc 

Q : P :: h. ri R', cire. R , 

c’est-à-dire, que l’équilibre a lieudans la vis sans 
fin, lorsque la puissance est au poids comme le 
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produit du pas de vis par le rayon de V arbre de 
la roue est à celui du rcvyon de la roue par Ja 
circonférence que décrirait le point d'application 
de la puissance; ou, parce que 

O cire, r h . 

— TT- ^ — f.-; on pourra dire que la puis- 
V circ. circ. R ’ ^ -i r 

sance appliquée à la manivelle est à la résistance 
en raison composée de la circonférence de l'arbre 
de la roue à la circonférence décrite par la puis- 
sance , et des révolutions de la roue aux révolu- 
lions de la vis. 

On verra encore aisément que les espaces^ 
parcourus en même tems par le poids et par 
la puissance, sont en raison inverse de leurs 
valeurs. 

Du Coin. 

70. Le coin est la dernière machine simple 
dont on s’occupe en Statique. Tout le monde 
sait que sa figure est celle d’un prisme triangu- 
laire ABCDFE (fig. 62). Les côtés des triangles 
ABE, DGF , qui forment deux faces opposées , 
sont sensiblement plus grands que leur base; 
ce qui rend plus tranchante l’arète EF, qui joint 
les sommets de ces triangles. I^a face opposée 
ABCD se nomme la base ou la tête du coin ; les 
parallélogrammes ADFE, BCFE, qui par leur 
intersection forment l’arête tranchante, ou ce 
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qu’on appelle simplement le tranchant du coin, 
en sont les côte's ; et une perpendiculaire abaissée 
du tranchant sur la tète, en serait la hauteur. 

On se sert tous les jours du coin pour fendre 
un corps quelconque, en lefesant entrer par sou 
tranchant entre les parties adhérentes qu’on veut 
écarter ou séparer l’une de l’autre. On l’emploie 
aussi pour exercer de grandes pressions ou de 
fortes tensions. 

Le corps à fendre étant en repos sur un 
plan immobile , nous supposerons que la puis- 
sance Q est appliquée perpendiculairement sur 
la base du coin; car autrement elle se décom- 
poserait en deux J l’une dirigée suivant le plan 
de la base, qui ne contribuerait en rien à l’en- 
foncement du coin, et l’autre perpendiculaire 
à ce même plan , la seule qui puisse produire 
l’effet qu’on a en vne. 

Puisqu’il s’agit ici de vaincre la résistance des 
parties adhérentes du corps , il est nécessaire 
qu’il y ait sur la direction de la puissance Q un 
point D(fig. 65), d’où l’on puisse abaisser des 
perpendiculaires sur les côtés du coin aux points 
par lesquels ils s’appuient sur les parties du 
corps qu’on veut fendre. Ainsi, en représentant 
par n et rf les pressions DE , DF , que la force 
Q produit sur les appuis S , S' ; et considérant 
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que la puissance Q et ses deux composantes 
DE , DF sont respectivement perpendiculaires 
à la base AB , et aux côtes BG , AC du triangle 
ABC^ qui représente le profil du coin; on aura 

Q : n ; n' :: AB : BC : AC, 
ou 

Q : n+n' :: AB : BC-f- AG» 

Mais parce que les côtés AB, BC, AC du triangle 
ABC sont dans le même rapport que la base et 
les faces du coin qu’il représente; que d’ailleurs 
les pressions sont supposées détruAes par des 
résistances égales et directement opposées, nous 
«n conclurons que dans le cas de l’équilibre, la 
force imprimée perpendiculairement à la tête du 
coin est à la somme des résistances que les parties 
du corps à fendre opposent à son action comme 
la tête du coin est à la somme de ses côtés. 

On voit par là que plus le coin sera tranchant, 
plus la puissance aura de facilité à l’enfoncer. 
Au reste , les parties dont les différens corps 
sont composés', étant plus ou moins adhérentes 
entr’ elles, et leurs fibrps plus ou moins fTexi- 
bles , on conçoit Vpie la tbéorié du coin consi- 
dérée sous le" point de Vuë sous lequel nous 
venons de l’envisager, est peu susceptible de 
quelque précision. 
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On a coutume de rapporter au coin tous leS 


instrumens tranchans et perçans , tels que les 
ciseaux , les poinçons , etc. 

Considérons à présent le coin comme destiné 
à exercer des pressions ou des tensions suivant 
des directions déterminées. Les côtés BC, AG 
sont toujours proportionnels aux pressions n, n'. 
On peut prendre pour exprimer celles-ci des 
droites SK, S'K' qui soient égales à ces côtés et 
même enti’’elles, si le triangle ABC est isoscèle. 

Si ensuite gn décompose ces dernières chacune 
n en deux autres , l’une perpendiculaire et l’autre 
parallèle au plan immobile VX, les droites 
SM, S'M' représenteront les pressions que la 
force Q occasionné sur ce plan ; et les droites 
SL , S'L' les efforts exercés parallèlement à ce 
même plan. Soieui donc t, ï ces efforts, on . 


aura 




mais 


donc 



Q : n :: Ab : BC 


Q : / AB : §L 


-î J.* 


On trouvera semblablement 



.) 
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Ou aura donc cette suite de proportionnelles : 
d’où nous tirerons 

Q:f+t':;AB:SL+S'L'. 

Supposons donc enfin la tète du coin parallèle 
au plan immobile VX, et soit imaginée une 
perpendiculaire menée du tranchant I sur la 
tête du coin, on aura des triangles rectangles 
qui, ayant leurs côtés perpendiculaires et kurs 
hypoténuses égales par construction , seront 

équianglesetparfaitementégaux.Ainsi le triangle 

ABC étant supposé isoscèIe,on auraSL=S'L'= 
à la hauteur h du coin; et la dernière proportion 
se changera en celle-ci ; 

#Q:<4-«':;AB:2^ 

ou ' • • . 

Q :f::AB:À 

Par conséquent, si on imagine une corde SS', 
qui empêche les parties du corps de-sc, séparer 
et de se mouvoir parallèlement au plan sur lequel 
il repose, on en conclura que la puissance est à 
la tension de la corde comme AB est à h ; c’est-à- 
dire comme la hase du triangle^ (pii représenta 
le profil du coin est à sa hauteur. 
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SI en vertu des forces Q , P applique'es per- 
pendiculairement aux faces AB, AG d’un coin 
susceptible de se mouvoir seulement suivant sa 
base BC (lig. 64), il s’avancait dans un instant 
vers B' d’une petite quantité BB'=GC', de ma- 
nière à se trouver dans une nouvelle situation 
A'B'G' ; il e^ clair que dans le même tems la 
puissance Q s’avancerait suivant sa direction de 
la quantité MN — e , et que la puissance P 
parcourrait suivant la sienne le petit espace 
N'M' = e'. Or si on mène par le point A la 
droite AA' parallèle à la base BG ; qu’on pro- 
longe les côtés BÂ, C'A' jusqu’à leur rencontre 
en F, et qu'on abaisse des points A et A' les 
perpendiculaires AR, A'L, on aura e'=L:AK; 
e=A'L; et puisque Q:P:;AB;AC; on aura 
aussi , à cause des triangles sen^lables AA'F, 

ABC , Q : P - AF : A'F ; mais d’ailleurs 

A'F X AK=AF X A'L; chacun de ces produits 
exprimant également le double de la surface 
du mêniè triangle AA'F. Par conséquent... 
AF: A'F ï:AR: A'L Donc Q:P::e': e- 
c’est-à-dire que les puissances et P sont 
entr elles réeipt-ocpicment comme les petits es^ 
paces quelles tendent à décrire dans le mérnè 
'instant suivant leurs directions. 

SCHOLIE. 


i 


Digiüted by GoogU 


DE STATKJVE. 


SCHOLIE. 
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Uégalité entre le rapport direct de deux 
puissances , et le rapport indirect d^s espaces 
quelles tendent a parcourir dans le même ins- 
tant y est donc démontrée pour toutes les ma- 
chines. 

Observation. 


Pour trouver les conditions de l’équilibre 
dans les dififérentes machines que *ndus avons 
considérées , nous n’avons point eu égard au 
frottement, c’est-à-dire à cette espèce de résis- 
tance qu’apporte au mouvement de deux corps 
l’un sur Tautre, l’inégalité de leurs surfaces. 
En effet, puisque cetterésistance ne se manifeste 
que dans le cas du mouvement, il semblait na- 
turel d’en renvoyer la théorie à la Dynamique. 
Cependant on peut l’envisager sous un point de 
vue qui la fait rentrer dans le domaine de*la 
Statique ; c’est lorsque l’on considère une ma- 
chine ou un corps quelconque près de se mou- 
voir; Caron peut se demander quel rapport doit 
exister entre la puissance et le poids ou la ré- 
sistance à vaincre primitivement , lorsque le 
corps est dans cet état. Il est clair que la force 
qui, abstraction faite du frottement, était suffi- 

i3 . 
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santé pour re'quillbre, ne suffit plus maintenant.* 
Il faut donc l’augmenter ^ si on veut lui con- 
server sa direction, ou cbanger, s’il y a lieu, 
sa directipu sans augmenter sa valeur, de ma- 
nière que la résultante qui auparavant était 
perpendiculaire à la surface verslaquelleelle était 
dirigée , soit maintenant inclinée à son égard. 
De plus, il faut que rinclinaison soit telle, que 
la résultante étant décomposée en deux forces, 
l’une perpendiculaire au plan touchant, et l’autre 
située dans ce plan , la seconde soit ég^le à la 
force du frottement. La première exprimera la' 
pression , qui applique les surfaces l’une contre 
l’autre , et elle sera détruite si le plan est immo- 
bile. 

II çuit de là que pour donner ifne théorie sa- 
tisfesante de l’équilibre , eu égard à la force du 
frottement, il faudrait avoir un moyen sûr d’éva- 
luer exactement cette force dans toutes les cin- 
constances et pour toute espèce de matière ; 
mais il parait difficile, si même cela n’est pas 
impossible, de trouver des règles générales qui 
à cet égard ne laissent rien à desirer. En effet, 
ou conçoit que le frottement doit varier selon 
le tissu et la nature des corps ; ce qui présente 
déjà autant de variétés qu’il y a de matières 
différentes ; selon le degré de dureté et de flexi- 
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bîlité des surfaces qui se touchent^ et la figure 
des pores ^ qui doit évidemment favoriser plus 
ou moins renfoncement des éminences d’une 
surface dans les cavités de l’autre. La durée plus 
ou moins longue de l’application des surfaces 
l’une contre l’autre, doit aussi , jusqu’à un cer- 
tain point, modifier la puissance destinée à 
mettre le corps sur le point de se mouvoir ; 
mais c’est surtout de la pression que dépend en 
grande partie le frottement.' Aussi, sans entrer 
dans d’autres détails, importans sans doute à 

A * • ^ • Y • 

connaître, mais qui appartiennent plus particu- 
lièrement à la Physique, nous le regarderons 
comme proportionnel à la pression; mais avant 
de faire^ucune application, nous allons donner 
un moye 9 simple et commode de l’évaluer. 

C6ncevons un poids P posé sur un plan in- 
cliné AB (fîg. 65) et retenu par le seul effet du 
frottement. L’effort de la pesanteur dirigé sui- 
vant la verticale GI qui passe par le centre de 
gravité G du corps, doit, en rencontrant le plan 
incliné en I, se décomposer en deux autres, l’uri 
IM perpendiculaire au plan, et l’autre IN dirigé 
suivant sa longueur. I^e premier sera détruit si 
le point I n’est pas hors de la base ST, et le 
second pour être détruit, doit être égal à la force 
du frottement. Donc , à cause de la proportion 

i5.. 
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NV ou IM : IN :: BC : AC que donne la simîU- 
tude des triangles INV, ABC, on a , /a pression 
est à la force du frottement comme la base du 
plan est à sa hauteur. On aura pareillement 
1 V : liN :: AB : AC , c’est-à-dire que le poids du 
corps est à la force du frottement connue la lon- 
gueur du plan à sa hauteur. 

Moyennant ces principes, il est aisé de déter- 
miner le /roltement sur diflerentes surfaces. 11 
ne s’agira que d’élever successivement le plan 
AB jusqu’à ce que le poids P soit sur le point 
de glisser; mesurant alors la base et la hauteur 
du plan, on aura le rapport de la pression à la 
force du frottement; mais il faudra avoir l’atten- 
tion de prendre un corps dont le centré? de gra- 
vité soit peu élevé au-dessus de la longueur du 
plan, afin que la verticale menée parce céntre 
ne sorte pas de la base ST , et qu’il ne passe 
pas même par le point T ; car on aurait alors à 
vaincre le frottement d’un corps, qui -frotte par 
un angle ou une pointe; et par celte raison il 
serait beaucoup plus considérable que celui 
dont il s’agit. On voit donc par là qu’ayant égard 
au frottement, la condition exigée pour l’état - 
d’équilibre le plus voisin du mouvement, est que 
la résultante des forces qui agissent sur le corps , 
forme avec la surface sur laquelle il doit glisser , 
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«n angle tel , qu’il en résulte entre la force du 
frottement et la pression, le rapport que nous 
venons d’assigner. Or ce rapport étant le même 
que celui de NI à NV , ou du rayon à la tan-^ 
geute de l’angle TIV, il s’ensuit que dès qu’il 
sera connu par un moyen quelconque , il sera 
facile de déterminer l’inclinaison de la résul- 
tante” de toutes les forces qui agissent sur le 
corps , pour qu’il soit dans l’état d’équilibre le 
plus voisin du mouvement. L’angle que fait dans 
ce cas la direction de la résultante avec la surface 
sur laquelle le corps doit glisser, se nomme 
Vangle du frottement. Il est le complément de 
l’angle d’inclinaison du plan , qqi aurait pu servir 
à déterminer la quantité même de ce frottement 
par le moyeu de la pression. Cet angle est diffé- 
rentsuivantles différentes espèces dematière, et 
vai’ie aussi selon qu’ elles ont été plus ou moins 
préparées. Si , par exemple , le frottement est le 
tiers de la pression, ainsi que cela a lieu à peu 
près dans beaucoup de circonstances, la tan- 
gente sera triple du rayon , et par conséquent 
il sera facile, à l’aide des Tables; de trouver Iq 
grandeur de l’angle cherché. 

Ainsi, tant que l’angle d’inclinaison que la ré- 
sultante fait avec la surface n’est pas plus petit 
que l’angle du frottement, le corps ou la mar- 
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chine reste en repos. Il est sur le point de se 
mouvoir lorsque ces deux angles sont égaux 
entr’eux. Voyons quel doit être dans ce dernier 
cas le rapport de la puissance au poids. Nous 
choisirons , pour faire l’application de nos prin- 
cipes, le levier, parce qu’à la rigueur les autres 
machines peuvent être rapportées à celle-ci. 

Soient CBL (fig. 66) la section de l’appui 
faite par le plan des puissances Q etP; q les 
angles que celles-ci font respectivement avec 
leur résultante, lorsqu’il n’y a pas de frottement; 
AL la direction de la l’ésultante , lorsque le 
mouvement est sur le point de naître. Désignons 
par /« l’angle CAL, et par y’I’angle du, frotte- 
ment ALB dont le complément = CLI; me- 
nons la perpendiculaire CI sur le prolonge- 
ment de AL , et les perpendiculaires CE = /’, 
CD=R sur les directions des puissances P, Q; 
enfin soit /' le rayon du boulon ou cylindre 

qui sert d’appui ; il est clair qu’on aura 

CI = /'.cosy; et comme les dimensions de la 
machine, ainsi que les directions des puissances 
sont données , tout sera connu dans le triangle 
CAI; on aura donc la valeur de l’angle m et par 

conséquent celle de ^ , qui con- 

vient à l’état d’équilibre le plus voisin du mou- 
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veraent. Pour vérifier ce résultat, on remar- 
quera que si on fait y^égal à un angle droite 
alors CI devient nul, ainsi que Pangle m; et le 
rapport de Q à P devient égal à celui de sin.;? 
à sin.^; ou de r à R, comme nous l’avons 
vu ailleurs (6o). 

Les directions des puissances P et Q étant 
assujéties à passer par les points D et E , si on 
suppose que leur point de concours A s’éloigne 
à l’infini, ou, ce qui revient au même, que les 
puissances et par suite leur résultante devien- 
nent parallèles, la valeur de Q deviendra alors 

sin P 4-sin m . > ï y 

= F.-: ^ — : — ; mais en général 

sin q — sinm' 

sin^ : sin(ÿ' r : R ; et sin/i :sin/7ï::r: r cosy. 

T» . r.sinp . . / cos f sin P 

jUonc sin pz=. — g-— ; et sin mz=. — s- 

En substituant, on trouvera... 


Q = P . ; mais lorsqu’il n’y a pas de 

P r 

frottement, Q==-^. Donc l’augmentation que 


la puissance Q doit recevoir k cause du frotte- 

. r> (tt + r) / cos/ 

Cette solution convient évidemment à la 
poulie fixe, en fesant Rs=r; ce qui simplifie 
un peu l’expression précédente. 



3jQO TRAITÉ 

Il existe uoe autre cause^ qui diminue l’effet 
des forces appliquées aux machines, et à laquelle 
on doit avoir égard lorsqu’on veut les mettre en 
mouvement, ou même dans l’état le plus voisin 
du mouvement. C’est la raideur des cordes ou 
la difficulté qu’on éprouve à les plier sur une 
surface courbe. On conçoit , et c’est d’ailleurs 

O f 

un fait constaté par l’expérience, que cette diffi- 
culté est d’autant plus grande , i*. que la corde 
est plus grosse ; a°. que la force qui la tend est 
plus considérable ; 5“. qu’elle s’enveloppe autour 
d’un rouleau ou cylindre plus petit. Ainsi, en 
partant de cette hypothèse , assez conforme à 
l’expérience , on voit que si pour une corde dont 
le rayon = r, qui est tendue par une force =P, 
et qui s’enveloppe autour d’un cylindre dont le 
rayon = R, il faut employer un poids p pour 
vaincre la résistance dont il s’agit ici, il faudra 
employer pour une autre corde demême espèce, 
et pour laquelle les quantités relatives aux pré- 
cédentes seraient /', P', R',*un poids p'y qu’on 
trouvera en fesant la proporlipn 



PV 

R~‘ 


Nous terminerons en fesant connaître up 
moyen simple et assez exact, qu’on a proposé 


Digitized by Google 


I 


DE STATIQUE. 20X 

pour éprouver la roideur des cordes , et estimer 
la quantité de frottement quelles font naître 
lorsqu’il s’agit de mettre une machine sur le 
point de se mouvoir. 

Soient deux poulies MON , M'O'N' (fig. 67) 
parfaitement mobiles par leurs essieux sur des 
appuis fixes, et chargées à l’aide de cordes de 
différens diamètres, la première de poids égaux 
P, Q, et la seconde aussi de poids égaux P', Q'. 
Supposons que pour vaincre les fi-ottemens et 
les roideurs des cordes, il faille ajouter le 
poids P au poids P et le poids p' au poids P', 
nous nous proposons de trouver pour quelles 
parties les frottemens et les roideurs des cordes, 
entrent dans les poids additionnels p^p'. Soient 
en conséquence, 

R, le rayon de la première poulie; 
r, celui de son essieu; 

P, celui de la première corde; 

R', le rayon de la a* poulie, 

/, celui de son essieu; 
p', celui de la a* corde; 
a:,lapartie du poids/? relative au frottement; 
la partie du poids p relative à la roideur 
. . de la première corde; 

af, la partie du poids/?' relative au frottement; 


Dtgîtbed by Google 



% 





aoa TRAITÉ 

y, la partie du poids p' relative à la roideur 
de la 2 ® corde; 

rtj Le rapport du frottement à la pression ; 
On aura les cinq équations suivantes : 


CO 

( 2 ) jc'-\-y=p' ; 

(3) Ro:=:nr(2P-f-^); 

(4) RV=«/-'(2P'4-/>')- 


Ces deux dernières équations sont relatives 
au frottement ; et si on adopte l’hypothèse que 
la roideur d’une corde se compose du rapport 
direct de son rayon, des poids qui la tirent en 
sens opposés, et du rapport inverse du rayon 
du cylindre autour duquel elle s'enveloppe , il 
faudra ajouter aux équations précédentes cette 
cinquième : 

(5) Rj,.'(p'+p')=Ryp(2P+p), 

que donne la proportion 


y'x 


. aP+p . / (aP'4-p') 
bT" • P • — • 


11 ne reste plus qu’à chercher les valeurs des 
cinqinconnues, jf,y, »,par les méthodes 
ordinaires. Nous laissons aux commençans le 
soin de faire les calculs, et de discuter les 
e'quations qui en résulteront. 


« 
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ADDITIONS. 


Application du calcul infinitésimal à la recherche 
des centres de gravité, ou d’inertie. 


S* on suppose qu’un système de molécules liées entr’elle* 
d’uue manière invariable, mais sans aucun ordre dans 
leurs positions respectives , soit soumis à l’action cons- 
tante d’une force qui agisse sur chacune d’elles de la même 
manière , suivant des directions parallèles , il est clair que 
le seul moyen qui se présente pour avoir dans ce cas le 
centre d’inertie du système , est de multiplier chaque mo- 
lécule par sa distance à un plan fixe, et de di^•iser la 
somme des produits par la somme des masses ; on a par 
là la distance du centre d’inertie à ce plan. Si l’on fait unë 
opération semblable à l’égard de deux autres plans for- 
mant entr’eux et avec le troisième un angle quelconque, 
on aura pareillement la distance du centre d’inertie à ces 
deux derniers plans-, et par conséquent la position du 
centre d’inertie se trouvera déterminée. Soient donc 

les molécules en question ; 
les distances respectives de ces 
molécules à chacun des plans co- 
ordonnées. 


m, m , m , m 

r n « 
X y X , X y X 

y> y. y. y 


:;l 
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ao4 


les distances correspondantes du centre d’inertie ; 


on aura, pour déterminer la position de ce centre, les 
trois équations suivantes': 


mx + m'x' - f- m''x" -f- m*x* -J- etc. 

m m' -f- m" -f- m" -I- etc. ' 

Y 7ny -4- nt'y' -f- m'y ' + etc. _ 

m -f- 771^ 77l” 771* etc. * 

2 7T7Z + mV + 77t"a" -f- 7 ti"z* 4- etc. 

m-j-m' + 77t" + m“ -i- etc. 

Mais on sent que cette manière de procéder , à cause 
du grand nombre de molécules qu'on doit considérer sé- 
parément, présente dans la pratique beaucoup d’embarras 
et même des dilllcultés souvent insurmontables, et que 
par cette raison elle ne peut donner que des résultats 
approchés. Les méthodes fondées sur l’analyse inlinitési- 
male,au contraire, joignent au mérite de l’exactitude 
celui de la brièveté et de la précision des calculs. Elles 
doivent donc obtenir la préférence sur les autres , toutes 
les fois qu’on peut les employer dans ces sortes de re- 
cherches. 

Formules générales des Centres de gravité. 

Soit M la masse d'une figure quelconque assujétie à 
une loi constante dans la position de ses points relative- 
ment à trois axes ou à trois plans rectangulaires , que je 
désignerai comme à l’ordinaire, par les plans des x et des^, 
des X et des z, etdesjr et des z. Fi X est la coordonnée 


/ 


Digitized by Google 


/ 


DE STATIQUE. 2o5 

de son centre d’inertie dans le sens des x, M.X sera 
le moment de cette masse par rapport au plan des y et 
des Z. Supposons ensuite que cette masse reçoive un 
accroissement fini , que je représente par AM ; de sorte 
que M d^ienne M-f-AM=M' , et que X devienne X'; 
les forces égales qui en proviennent étant parallèles et 
proportionnelles à ces masses , le moment de M' sera 
égal à la somme des momeris de M et de AM (3g); 
ainsi , en désignant par x' la distance du centre d'inertie 

de AM au plan des^ et des z, on aura 

M'.X'rnM.X+j/.AM, ou M'X' — M.X=x'.AM. 
Mais M'X'— M.X=aMX. Donc AMX=x'.AM; 

amx , ^ . 

x . Or, quel que soit 1 accroissement AM 


ou 


aM 


de la masse M , le rapport de la différence du moment 
M.X à celle de la masse est toujours égal à la coor- 
donnée a/ du centre d’inertie de cet accroissement. Donc 
la limite de ce rapport est égale à celle de la coor- 
donnée af . Mais suivant les principes et la notation du 
calcul différentiel, la limite de ce rapport est exprimée 
dMX 

par 


on aura 


dm 

dMX 


dM 


Donc, si on représente celle de x'parlim.x'. 
= lim. a/ J et intégrant, 


M.X = /.dM.lim. a/ ; d’où X, 

, , fdm. lim. x' 

plutôt 


_ /.JM. lim. x ' 


M 


ou 


Par la même raison, si on rapporte le centre d’inertie 
au plan des x et des z, et à celui des x et des y, on 
aura 
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é 


h 

f 

f 


r 

I 

i ; 
1 


_ /dMMm .y' 
— fdM. 


et Z = 


fiMAim. z' 

/dM 


Ainsi les trois formules qui , en général, servent à la dé- 
termination du centre d’inertie , sont • 

,,, Y /dM.llni.a:' 

fB'i Y— . 

~ fdM 

py __ /dM.lim. »' 

(C) Z_. ---yaM ■ 


II ne s’agira plus que de substituer dans chaque cas 
particulier la valeur de dM avec celles de lim. x', lim. y', 
lim. z' et de faire les préparations nécessaires pour inté- 
grer. Ensuite on fixera les limites entre lesquelles Tipté- 
grale doit être prise, conformément à la question qu’on 
s’est proposée , tant par la détermination de la variable, 
qui entre dans la formule , que par celle de la constante 
arbitraire, qui complète l’intégrale. Les exemples que 
nous allons donner rendront la chose sensible. Mais avant 
de passer aux applications , nous observerons que si les 
points matériels de la figure sont placés symétriquement 
à l’égard de l’un des axes , de celui des x , par exemple , 
.le centre d’inertie se trouvant nécessairement dans cet 

axe , la première fortdnle X = suffi- 

sante. Si les points matériels n’étaient placés symétri- 
quement qu’à l’égard d’un plan , le centre d’inertie se 
trouverait bien à la vérité dans ce plan , et alors la coor- 
donnée qui lui serait perpendiculaire serait nulle ; mais 
pour avoir sa position, il faudrait connaître sa distance à 
deux axes situés dans le même plan. Passons aux exemples 


r 
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Exemple. Trouver le centre d’inertie d’une droite 
dontHa densité ou la pesanteur spécifique varie suivant 
une loi donnée. 


Supposons d’abord que les densité^des points matériels 
de cette ligne soient en raison directe de leurs distances 
àl’origine desx,que}e suppose en A (fig. 68). On aura 
AM =x , l’accroissement sera Mm ; et la formule (A) 
à cause de lim. x'=x et de dM=xaxdx, a étant une 

fx^dx 


quotité constante deviendra X: 


fxdx 


■. Or. 


fx^dx = const. Mais ici la constante est nulle , 

parce que l’intégrale est nulle en même tems que la 
valeur de x. Par la même raison , la constante qu’il 

faudrait ajouter à — , intégrale du dénominateur xdx. 


est égale à zéro; ce qui donne X: 


fx^dc 


_ . , ,-x. Cette 

. Jxdx 

formule fait connaître la distance du centre d’inertie de 
la ligne indéterminée x à son origine A’> ainsi, pour avoir 
celle du centre d’inertie de la ligne entière AB=e, au 
même point ; il n’y aura plus qu’a écrire e au lieu de x, 
d’où X = gC. 


On peut.remarquer que cette valeur est la même que 
celle que nous avons trouvée (53) pour déterminer la 
position du centre de gravité de l’aire d’un triangle , e 
représentant alors la droite menée du sommet au milieu 
de la base. Elfectivement , il est aisé de voir que si on 
suppose la base du triangle devenir de plus en plus petits 


2o8 traité 

t 

ju.squ’à s'anéantir , il se change en une droite e dont les 
points sont chargés proportionnellement à leur distance 
du sommet. 


Supposons à présent que la densité des points de la 
droite soit proportionnelle à x", et que l’origine de ceùe 
ligne soit moins élo^née que celle des abscisses x d’une 
quantité ==i ; dans ce cas, la formule (A) devient...] 
^ 

— Jx~dx ’ 

^m4-a 

C -, la constante C n’est plus égale 

à zéro J car l’intégrale devient nulle lorsque x=i; 

ce qui donne pour déterminer C , o= — — f- C : d’où 
^ m-+-î4, 

l’on conclut C = — . L’intégration de x”'dx donné 

m-j-2 ° 

pareillement une constante =• — ^ . Ainsi la véritable 

^ , m-f- i x’""*’*— I 

est, dans ce cas , — ; — . — j- • 

m + 3 x ""^‘ — 1 ’ 

quelle que soit la valeur de rn positive ou négative ; et 

par conséquent la distance du centre d'inertie de la ligne 

entière e à l’origine des abscisses est 

^ m-h'i e’"'*’’— 1 

m a ’ e ”'’*'' — i ' 

Remarquez que si dans le cas où m est négative on 
fait co'incider l’origine de la droite et celle des abscisses, 
on trouvera toujours pour X une quantité égale à zéro ^ 
comme on peut le conclure de la formule donnée ci- 
dessus , en déterminant convenablement les constantes 
* qui 


valeur de 


fx^‘*"dx 

j'af'dx 


mais alors dans l’équation 
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qui viennent des intégrations. Ce résultat ne présenta 
rien d’étonnant, si l'on fait attention que la densité des 
points matériels de la ligne augmentant continuellement 
à mesure qu’ils s’approchent de l’origine, elle devient 
inEnie , lorsque la distance est inEniment petite. * 

Application aux arcs de courbe à simple courbure. * 

Si on suppose la courbe dans le plan même des x et 
des y, il suffira de rapporter aux deux axes qu’il com- 
prend, chacun des points de l’arc dont on veut connaîtra 
le centre d’inertie , en fesant usage des formules (A) 
et (B). Ici di/L-=ds=:^ dx'-^dy*, s désignant l’arc en 
question. De plus, lim. x'=x, et lim. ; car. 

lorsque l’accrohsement As devient nul ou = ds , il est 
visible qu’il se confond avec le point de l’arc , qui a a? 
et^ pour coordonnées. Ainsi nos deux formules, qui sont 
les seules nécessaires pour ce cas-ci, prendront la forma 

_ 

• — fds ’ 

Y — fy~ 

fds' 

Passons aux exemples. 

EXEMPLE I. 

Trouver le centre d’inertie d’un arc de cercle. 

Soit AM l’arc proposé (Eg. Gg ). On veut connaître la 
distance de son centre d’inertie à l’axe des x qu’on 
suppose passer par le centre et par l’origine de l’arc , et 
à l’axe des ^ dirigé suivant la tangente à l’origine A4 

Dans le cercle, ds-=^^. Donc /ydj=aa:-f- C=ax, 

\ *4 
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à cause de C=o. Donc i°. 


i. 


\ 



On trouve aussi que dans le cercle ds 


ady 


Donc 


ads — xds—ady ou xds=ads — ady. Donc 

jxds — as — ay , la constante étant nulle. De même 
fds=s sans constante. Donc, 2“. 



Si on voulait connaître la distance du centre d’inertie 
au rayon perpendiculaire à l'axe des abscisses , elle serait 

égale à a — X = 

Au reste , comme on peut disposer l’axe des x , de 
manière qu’il divise l’arc en deux parties égales, il suffit 
de connaître la distance du centre d’inertie soit au sommet, 
soit au centre de l’arc* Cette dernière, comme nous 

venons de le voir = ; ce qui donne la proportion 

3J ; 2^ :: c : a— X ; ou l’arc : corde ;; le rayon à la 
distance cherchée. 

Pour avoir la position du contre d’inertie de la cir- 
conférence entière, il faudra faire ^ = 0 et s = à la 
circonférence, ce qui donnera X=a. Le centre d’inertie 
d’une circonférence de cercle est donc au centre même 
de la figure ; c’est ce que nous savions d’avance. Mais 
comme k y — o répond aussi j = o, on trouvera pour 
ce cas X = a — a.|. Pour déterminer la valeur de a. f, 
il faut , comme on sait , diviser la diiféientieUe de 


« 
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par celle de s, ce qui donne pour quotient-^. Mais 
'ady 

-~ = a — X , et ici x=o. Donc on a pour X une 

quantité égale à zéro, comme cela devait être évidem» 
ment. 

EXEMPLE H. 


Trouver le centre d'inertie d'un arc parabolique. 

Soit l’arc MAM' ( Gg. 70 ) divisé en deux parties 
égales par l’axe Ax. Les deux arcs AM , AM' étant par- 
faitement égaux , le centre d’inertie de l’arc est nécessai- 
rement dans l’axe Ax. II ne s’agit donc que de connaîtra 
sa distance au sommet A de la courbe , ou la valeur de 
.y fxds fx\/dx'^+dy'^ 

fds f^dx^+dy^ ^ 

ramètre de la courbe = 1 , son équation est y* =xx^ 
donc dx~ aydy } dx* -j- dy* = dy* ( 1 -f- 4 y*) ; et. . . .1 

y/dx^+dy^—dy v/i +4y*- Donc X = 

fdyyi+4y^ 

Je fais fy’dyy/ i+4^“==Aj,'(i+4y“)‘+ Bfdy\/ 

A et B étant des constantes indéterminées. £n difTéreo- 
tiant, il viendra 

y'^dy V/ i-f- 4 ^— Ady(i + 4y)“ + i3A^»tîyV / 1 4 - 4 y“ 

+ Bc(yV/ i+4y- 


Je divise les deux membres de l’équation pareil/ i-f-4^* 
ce qui donne y'‘— laAy’^ + J^Ay'- -f- A -f- B ; d’où je tire 
ïGA=ij A-f^B = oj et par conséquent A = , 


ai2 


TRAITE 


B= — Substituant, j’ai pour intégrale 

3 . 

— “ — "hf^y 1 + 4y’i et pour la distança 

2 

. vf i -f- 

cherchée -^. Mais si on mène 

par le point M la tangente MT, on aura MT=V’j'* -f- 4 ^* 

— 1 + 4 y“. Donc MT j 

I^Tt^ 

et conséquemment X — — "îVi ou bien, parce 

qu’en menant la normale MN , la similitude des triangles 

TMX, PMT donne MT =NT.PT=2NT.x=2NT.y ; 

„ . MT. NT , • . . J. j , MT. NT 

^“ï’“ÂM que de^. — 


il faut retrancher 75 du paramètre, que nous supposons 
ici égal à l’unité. 

Remarquez que si on fesait _y = ô , la valeur de X 
prendrait la forme -^.f — j et pour déterminer sa .va- 
leur , il faudrait , comme dans l’exemple précédent , di- 
riser la dilTérentielle du numérateur par celle du déno- 
minateur 3 d’où l’on conclurait facilement que X devien- 
drait — — comme cela devait être, 

EXE MPLE III. , 

Trouver le centre cVinertie d'un arc de cycloïde. 

Si l’arc NAN'{fig. 71) est un arc de cycloïde qui 
ait son sommet en A , et dont le cercle générateur AMB 
ait un diamètre =20, on trouvera facilement la valeur 
de X , distance du sommet A au centre d’inertie , sachant 
que par la nature de la courbe , ^*=80x3 car en substi« 
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tuant dans la formule X au lieu de a; . sa va- 

s 

leur il viendra X= , ou en intégrant 

j 3 

X = — — ~~x. Les constantes arbitraires que donna 
240» ^ 

l’intégration , sont ici nulles , parce qu’on prend l’arc de 

la cycloïde à compter de l'origine des abscisses. Ainsi 

le centre d'inertie de l’arc entier OAO' de la cycloïde 

est au tiers du diamètre AB, à compter du sommet de 

la courbe. 

Voici la manière dé trouver l’équation de la cycloïde. 

£n désignant par x l’abscisse AP, qui appartient à la fois 

au cercle générateur et à la cycloïde , par y l'ordonnée 

PM du cercle , et par z l’ordonnée correspondante de 

la cycloïde , nous savons que l’arc circulaire AM a pour 

. . adr , , , 

expression f — - — ; et que par la nature de la 


V'" 20 X — x’ 
cycloïde z =y -f- /- 


adx 


=•. Donc. 


y/ 2ûx — x** 

dz-=dy-f — —~==z = , ou , à cause de ^ ’ 

y/aex— X* y/aax— X» 


, (2a — x)dx 


?. Mais ds'‘=tlx*-f-cîs*; 


donc, si on substitue à Jzsa valeur, on auratfi® r=— dx*; 

X 


et 


dx 


par conséquent ds— y/ an . ~'7— > intégrant 

y X 


= a. y/l 


sax , ou = 8 ax. 
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jipplication aux arcs de courbe à double courbure: 


Les éléroens de la cnurbe à double courbure n’étant 
pas situés dans un même plan , U faudra nécessairement 
employer les trois formules que nous avons données ci 
dessus, pag. so6, et qui se réduisent dans ce caa-ci aux 
trois smTantes 

X = 


fxd^^ 

fds •' 


^J_fids 

fds’ 


U ne s’agira plus que de faire ensorte , au moyen de 
substitutions convenables , de n’avmr sous le signe d’inté» 
gration f, qu’une seule variable avec sa difiérentielie. Il 
faudra pour cela avoir recours aux équations des pro- 
jections , qui déterminent la nature de la courbe pro-: 
posée. 

exemple. 


Soit proposée la courbe à double courbure dont 1* 
projection sur le plan des x et des y est exprimée par 
— 2 o’)^= et la projection sur celui des ^ 

et des a par az. Si on prend les valeurs de,<ir et 
de dz en fonctions de y et de dy, on trouvera ds oq, 

\/dx^-j- dy^-^dz^ ~^dy , dont l’intégrale est 

-f-y + C. Pour déterminer C , j’observe que si l’ori- 

gine de la courbe est placée sur le plan des y et des z, 
l’arc sera zéro , lorsque x = o ; mais lorsque x = o , 
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j*= aa*, on y=za[/a } donc la yaleur de la constantfe 
eera donnée par l’équation o = |a v/a+o \/a + C j d’où 
C = — |a \/2. Par conséquent 

3 

s ou dy^-f-{h’^:=^-f- y — àa\/2. 

Cherchons à présent les râleurs de X, de Y et de Z. 
i", xds , en mettant ^ 

ar, devient = ^ (y — . aa>) (y + a> ) rfy {/y^—aa*-, 

ou xds= (y — ay — ao^ )dy y'y^ — ;ia\ Or l’in- 

tégrale de cette dernière quantité est 

(y — sa*) - /y — aa“— acn- ^~ r - ■ }•, 

'■ ay 2 J 

Donc 

CiyCy — 20*) — — 20* — ao'l 

P, x= 

Sa^s 

a*, yds ^ydy, dont l’intégrale +^; 

mais la constante= — 3 o“, parce que l'intégrale est nulle , 
lorsque a; = o , on j-* = ao“. Donc 

II*. Y— 

4 o*j 

3 *. *rfî r=^ +' 21 ^ 
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dont l'intégrale 


= ^ 4- r 

5a^ ' 3ût 


aaa* 


\/l 


Donc 

111° ' 7 — ^ + — QaflVâ 

iBû’f 


Application aux surfaces planes.. 


Ici l’élément dM. de la surface =ydx, et lim. x'=ar, 
parce que l'accroissement de l’aire devenant nul , se 
change en une ligne droite , qui se confond avec l’or- 
donnée à laquelle répond l’abscisse x. Quant à la valeur 


de lim. y', elle devient -, parce que la distance du centre 


d’inertie d’une droite à l’une de ses extrémités est égale 
à la moitié de’'eette ligne. Ainsi, les deux première* 
formules relatives à la détermination du centre d’inertie ,, 
sont, pour le cas présent. 



Le'reste n’est plus qu’une affaire de calcul. On fera 
les substitutions convenables , et on intégrera comme à 
l’ordinaire. La troisième formule est inütile , parce que 
nous supposons l'arc des x et Celui des, y situés dans le 
plan de la surface ; et même s’il arrivait que l’aire fût 
eymétriqueà l’égard de l’un de cesdeuxaxea, on n’aurait 
besoin que d’une de ces formules pour déterminer 1^ 
position du centre d’inertie. 
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• .Si l’aire était renfermée entre deux courbes, en dé- 
signant par y et par y les ordonnées qui répondraient 
à une même abscisse x , il est aisé de voir qu’ alors on 
aurait pour les coordonnées du centre d’inertie , 

■JT — . 

• Ay—y')à^ ' 

“ ' Ay—y'y^^' 

Les formules précédentes semblent supposer qne les 
coordonnées sont rectangulaires ; mais il est aisé de 
s’assurer qu’elles conviennent aussi aux cas où elles sont 
obliquangles ; car alors' pour avoir la valeur de dM, 
faut multiplier ydx par sin a, a étant l’angle det coor- 
données , et les formules deviendront 

^ fxy sin adx 

. J y sin adx ’ 

„ , /y’ sin adx 

* ' fy sin adx' 

lesquelles ne diifèrent des précédentes que par le facteur 
constant sin a , qui se trouvant au numérateur et au dé- 
nominateur , peut être supprimé. Or nous savons que 
les formules des momens relatives aux forces parallèles 
ne supposent pas que les droites interceptées par le centre 
on l’axe dés momens et par les directions des forces , 
soient perpendiculaires à celles-ci. Donc les formules 
que nous venons de donner pour déterminer le centrç 
d’inertie de l’aire d’une surface plane, sont vraies , quels 
que soient les angles des coordonné^s._ 


TRAITS 


ai6 


EXEMPLE!. 

Trouver le centre d inertie d’un trapèze. 

Soit le trapèze ABCD (Gg. 73), GE la droite qui joint 
les^iuilieux des deux bases parallèles opposées. Pesons 

GP = ar; PM=^^ GE=À; AD = a; BC = 6j 

nous aurons 


Donc 


ah I b — a’.’.x ly — ÿ a.. 


et 


, b — a ah-t-(b — a}x 

rh “ 

Par conséquent 

J ahxdx + ( — a)x“<ir 

xydx _ ; 

, ahdx + ( — a )xdx 

y^= 


Ainsi la valeur de X deviendra 

f\ ahxdx+{b — a)x*<ij:] 

f{phdx-\‘ {b — c)x<ix3 ’ 
ou, en intégrant, 

„ ^c^x* 4 - g(fe— -a)x^+ C 

ahx -f- 3 ( 6 — c )x“ -+- C ’ 

Mais ici les constantes C etC' sontnulles, parce que 
chacune des intégrales est zéro, lorsque x= o. 

Donc 

3aAx* + a(6 — a)x* 

^ ~ 6aAx + 3(A — c)x“ ’ 




Digitized by Google 



Dï STATIQUÏ. 219 

et fesart x — h, pour avoir la position du centre d’iner- 
tie du trapèze entier : 

„ — a')h^ o-f-aft , 

6aA“-|-3(è — a )/(’“ 3(a-j-i)' ’ 

résultat conforme à celui que nous avons trouvé p. ii 3 . 


EXEMPLE II 


Trouver le centre d'inertie d'un demi-segment circu- 
laire. 

En fesant AP = x ( Eg. yS) , PM =_y, la coordonnée 
du centre d’inertie dans le sens des^ sera 


Or 


Y— i 

‘‘‘Jydx’ 


fy^dx = f(2axdx — x’^dx) = ex* — ^x\ 

la constante étant nulle; et fydx représente l’aire du 
demi-segment AMP. Donc 

v_. (a — iar)x* 

** AMP • 

Pour la coordonnée X dans le sens des x, on a 


Or 

xdx\/aax — ^x® 


.y fxdx \/ 20X — X® 

7p^ • 


/aa — 3x’ 


’^rfx^/ 2flx— x*-f-c«£rV/ aax — sd‘> 


dont l’intégrale = a . AMP •— 3 ( aax — x*)* , sans cons- 
tante , parce que l’intégrale est nulle en même temi qne x 
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et l’aire jAMP. Donc 


X = 


fl.AMP— ipM 


AMP 


Comme le demi-secteur AMC est composé du demî- 
segment AMP et du triangle PMC, il ne sera pas difficile 
d’en trouver le centre d’inertie. 

Il est clair que le centre d'inertie du segment entier 
MAN est sur l’axe même des xà une distance du sommet 

. , , , ^ fl.AMP— iPM^ , J. , 
A égalé a X = AMP" ’ distance du 

_ . , , , < , Pl'l^ 

centre C du cercle égalé a a — X=:^.' . 

° ^ AMP 

Mais si on veut connaître le centre d’inertie du secteur 
entier CMANC, on pourra le considérer comme composé 
du segmentMANM, etdu triangle CMN. Par conséquent, 
en désignant par X' la coordonnée du centre d’inertie 
comptée du centre C, on aura 


Or 


X'. CMANC = 1 MP -f ’ CMN. CP. 

CM ANC = i a. MAN, et CMN = PM. CP. 
Donc 


r,_4 PM. (PM 


■ 3 - 


•fl. MAN 


-, ou X = jMN. 


MAN' 


ce qui nous apprend que la distance du centre d’un cercle 
au centre d’ineftie d’un secteur, est une quatrième pro- 
portionnelle à l’arc , à la corde et aux deux tiers du rayon, 
cette distance étant prise sur le rayon qui diyise le seo 
teur en deux parties égales. * 
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'j 4 pplicatwn aux surfaces courbes. 

La recherche du centre d’inertie des surfaces latérale» 
■du prisnie et du cylindre ne peut souffrir aucune dilïi- 
culté. II est visible qu’il doit se trouver au milieu de 
la droite que décrit le centre d’inertie de la base géné- 
ratrice. 


Quant aux surfaces engendrées par la rotation d’une 
ligne autour d'un axe immobile , il est gncore évident 
que leur centre d’inertie doit être sur cet axe. Il s’agit 
de connaître sa distance X à l’origine des abscisses. L’élé- 
ment dM est pour le cas présent STryds , it exprimant le 
rapport de la circonférence au diamètre ; et lim. x—x\ 
ainsi la distance cherchée sera 

-v-_/25Tx^i v_ /xyV/dj^-|-dy* 

fircyds ' ‘ fyds 

EXEMPLE r. 

Trouver le centre d’inertie de la surface convexe d’un 
cône droit. 


La surface d’un cône droit est engendrée par l’hy- 
poténuse d’un triangle rectangle SAC (iig. 74) tournant 
autour du côté SC , et dont l'équation est ^ = x tang a; 
a désignant l’angle que’ fait la génératrice SA autour de 
l’axe immobile SC. On aura donc 

— i • dx” 

dy — X.an^a.dx, et dj =dx“ (1 -f-tang‘‘a) = 


d’où 



cos a 



x.d.v 
cos a " 


tango, 


/ 


Digitized by Google 



1 



TRAITÉ 

et 

ayds= , tang a : 

cos » ° 

donc 

• 


H 

II 

11 

11 

X 


et ponr la surface entière , 

en représentant par h la hauteur SC du cône. Le centre 
de gravité de la snrface d’un cône droit est donc le 
même que celui du double du triangle générateur. 

On n’a point ajouté de constante en intégrant le nu- 
mérateur x’fir, et le dénominateur xdx , parce qu’on 
a supposé que la surface était comptée du sommet; 
mais si. on eût voulu avoir le centre d’inertie de la sur- 
face d’un tronc de cône engendré par le trapèze CAGH, 
tournant autour de CH, en désignant par m et n les 
coordonnées SH et GH , il aurait fallu ajouter à l’inté- 


grale du numérateur la constante 


nr 

T 


et à celle du 


dénominateur la constante — ; parce que chacune 

des intégrales aurait été nulle pour x=m. Ainsi la 


distance X deviendrait 4 
^ A 

X _ J r . 


A’— 7 


; ou , en fesant CA=A , 


b ' 


EXEMPLE II. 


Trouver le centre d’inertie de la surface d’une zone 
sphérique. 
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Gn aura l’équation = aax — x* , et par consé- 
quent ds — ^^.Substituant dans la formule , 

il viendra X = = - . sans 'Constantè , si la sur- 

fdx a 

face est comptée depuis le sommet. Ainsi le centre de 
gravité d’une calotte sphérique est au milieu de la flèche. 
Si on fait x=aa, pour avoir le centre de gravité de 
la surface entière de la sphère, il viendra X = a, ce 
qu’on savait d’avance. 


S’il était question de trouver le centre d’inertie d’une 
zône proprement dite, c’est-à-dire , de la surface d’une 
portion de sphère comprise entre deux plans perpendicu- 
laires à son axe ', on y parviendrait facilement , en pre- 
nant les intégrales entre les limites données sur l’axe 
des abscisses : cela ne peut présenter de dif&culté, après 
ce que nous avons vu ci-dessus. 


EXEMPLE III. 

Trouver le centre inertie de la surface d’un pa- 
raboloide. 

L’origine des abscisses étant placée au sommet de 
l’arc, l’équatioA de la parabole est ^*=ax, et par 
conséquent la fomude 

X=: 

Or 


devient X= 

’fyds a fydyy'a'^-{.^-‘ 


i 


i 

I 


\ 

i 
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et 

# fy^y V a*+4ÿ*= ^ Qa'+'iO'*)* — û" J- 

Donc 


x = l.r 

5 a 


•a* 


(a» +4y*)>— a» 

Application aux solides. 

Nous supposerons les volumes symétriques à l’egard 
de l'axe des x, et par conséquent il nous suffira de 

calculer la valeur de X = Nous ne nous arrê- 

/dM 

terons point à la recherche du centre d’inertie des 
prismes. et des cylindres-, car, s’ils sont homogènes, il 
est clair qu’il se trouve au milieu de la droite qui joint 
les centres d’inertie des bases opposées. Passons aux py- 
ramides et aux cônes. 

EXEMPLE I. 


Trouver le centre d'inertie des pyramides et des cônes. 

Nous placerons l’origine des abscisses au sommet 
même de la hgure. 

Cela posé , on peut imaginer les pyramides et les cônes 
partagés en tranches semblables et parallèles à la base. 
En désignant par K“ une des sections , elle sera une fonc- 
tion de a; , et dM deviendra , au moins dans le cas .où 
les coupes sont perpendiculaires à l’axe des abscisses , 
égal à K‘dx, et limx' = r. Ainsi la formule précé- 
dente se change en ^ 

„ /‘K.*xdx ■ 

' ^~/K~dx‘ • 

' Cett» 
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Cette formule aurait encore lieu, quand même les 
Béctions ne seraient pas perpendiculaires à l’axe desx, 
parce que p dans ce cas , l’expression de dM ne dif- 
fère* de la précédente que par un facteur constant 
sin i ( t marquant l'inclinaison de l’axe sur la base ) 
qui se trouverait également au numérateur et au déno- 
minateur , et que d’ailleurs , pour les momens , il est in- 
différent de prendre des perpendiculaires Ou des droites 
également inclinées sur les tranches. 

Soit la distance SA du sommet de la ligure au centre 
d’inertie de la base =A (lig. yb), et SP = x; et 
fesons de plus laTîa8e = 6“; bn aura par la propriété 
des solides que nous considérons ici : A* : x* ;; 6*; R% 


Donc 



v.r 

* t 2*^ 


J !■ * 


f î 

«t 

A* . . 

• 

, . 

' K*xfîx = x’dx. 

. . . » 


Ainsi la formule devient : ' > 


_fx^dx__ J 

* 

■i la solidité se compte du sommet ou de l’origine; 
et pour la valeur de X relative à la figure entière , on 
aura 

X = âÀ; 

I. 

résultat cbnforme à celui que nous avons trouvé ailleurs. 

S’il était question d’avoir le centre d'inertie d'un 
cône tronqué , dont la hauteur ou la distance des centre* 
des deux bases fût égale àOA3=g, la formule géné> 

i5 


330 


rRAlTE 


raie serait toujours X = cons-» 

tantes qui viennent de l'intégration ne seraient plus 
égales à zéro. Pour les déterminer , on remarquera que 
lorsque x = SO=lt', chaque intégrale devient nulle.' 

h'* h'* 

On aura donc o = — + C; d’où C=— - -y-. Ainsi 

4 4 

x*-r-h'* A's 

fardx ==. — . Parla même raison, fx^dx = — = — ; 

4 O 

donc il viendra pour la figure entière 
^ — 4 • A3— 


On sera le maître d’éliminer h et h' , et d'introduire 
seulement dans l’expression de X les bases du cône 
tronqué , et la droite qui joint leurs centres. En désignant 
par y* labase qui répondàl’abscisse h',oa auraé 'M’.'.b'.b'} 

d’où h — h', ou gih':ib—b'‘.b'. Donc h'=z—^^y, un 


calcul semblable donne 



Ainsi 


Dooc 


-r ^ g b* — b'* 

A3 — A'3 ~ • A3 _ A'3* 



b*^b'* 

A3_A'3* 


Pour les solides de révolution , on a dM = ry*dx , 
X exprimant toujours le rapport de la circonférence aa 
diamètre f et par conséquent • 

— fxxy'dx fxy’^dx , 

fxy^dx fy^dx ’ 
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EXEMPLE II. 

Trouver le centre <f inertie cT un segment sphérique. 
L’équation du cercle étant _y*=aar — x*, on a 

X* 

fy^dx xxJX^iaxdx — x*</x) = ax* — , 


la constante étant nulle , parce que la solidité est comptée 
depuis l’origine des abscisses. Par la même raison. 


fxy*dx=Jluax^dx — x*dx) = —5 


Donc 


ou 


X=^ 


ax^ — 4x< 


ox» — ^x‘ 


Sax^ — 3x^ 

1 20x“ — 4^ ’ 


^ 8« — 3 x 

X = —r~ .X. 

12a — 4X 


x< 

4 ‘ 


Si on fait x — ü, ou =aa, oh aura la position du 
centre d’inertie de l’hémisphère , ou de la sphère en- 
tière. La première supposition donne X=|a, et la 
seconde X = a. 


EXEMPLE III. - 

Trouver le centre d'inertie d'un secteur sphérique. 

J’observe qu’un secteur sphérique , tel que CMANKL 

( fig. 76 ) peut être décomposé en deux parties , dont 

l’une est le segment AMK.NL , et l’autre le cône CMKNL. 

Or, nous venons de voir que la distance du centre 

J,. . , 8a — 3 x 

amertie du segment au sommet = — . x, xre- 

° 12a — 4^ 

présentant la Qèche AP -, et si on suppose que G sbit 

i 5 . . 


I 
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le centre d’inertie du cône CMKNL , on aura 

PG = jPC = ;|Ca — x). 

Donc GA , ou la distance du centre d'inertie du cône 
au sommet A = xH — , ou — 9—- D’ailleurs la 

4 4 

solidité du secteur = j celle du segment ' 

=-3Tx’(3u — x); celle du cône =^‘T.(aax — x®)(a — x). 
Mais’ le moment du secteur égale celui du segment, plus 
celui du cône, J donc, en désignant par X la distance 
du centre d’inertie du secteur au sommet A, origine 
des abscisses, il viendra 

X.5ffa’‘x=i:r|^x3. x*)(a-rx)^^^^; 

d’où 

! ù®. ,, . 

Si, dans cette dernière exj>ressipn on fait x = a 
X devient | a ; et si on fait x = o , il vient X = {a ; ce * 
qui doit être , parce que , dans le premier cas , on 
aurait un hémisphère , • et dans le second un cône , qui 
aurait pour hauteur le rayon de la sphère , et pour base 
une quantité inRniment petite. 

^ EXEMPLE IV. _ , . 


7'rouver le centre d inertie d'un solide engendré par- 
la rotation d'une section conique autour de son axe^ ' ^ 
Si la section conique est une parabole , on aura j'*=ax , ^ 

, ^ f.cy'^dx fax“dx , 

et par conséquent = = 
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Si la section conique est une hyperbole , on aura 
b* 

y* = — (aox + ar*); et par conséquent X devient 

/l^aeto: + x*)x<fx 8a+3x 

Jf(^ 2 ax x‘)dx raa + 4®*^' 

1 

d’où il est aisé de conclure que la distance du centre 
d'inertie d'un byperboloïde à son sommet, a pour limites 
les f et les I de l’abscisse. ’ 

Il est sans doute inutile de faire observer que le 
centre d’inertie d’un segment d’ellipsoïde est le même 
que celui du segment correspondant d’une sphère qui 
aurait pour diamètre celui de l'ellipso'ïde. 

Nous ne multiplierons pas davantage les exemples.' 
Ceux que nous avons donnés doivent suffire pour mettre 
sur la voie des procédés qu’il faut employer suivant les 
circonstances, et pour lever les difficultés qui se pré- 
sentent. II nous reste à faire connaître un usage des 
centres d’inertie, propre à donner, d’une manière expé- 
ditive et facile , les surfaces et les volumes des solides 
do révolution. , 

Méthode Centro-barique. 

La Méthode Centro-barique est aussi appelée la Règle 
de Guldin, du nom de son inventeur. Elle consiste dans 
des procédés très-simples , propres à faire trouver la sur- 
face ou le volume d’un solide de révolution. Ces procédés 
ne sont qu’une application des formules que nous avons 
données ci-dessus pour la valeur de l’ordonnée Y du 
centre d’inertie de l’arc ou de l’aire d’une courbe. On a. 
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vu que pour le premier cas, on avait 

y 2^ds 

d’où = fanyds. Or le dernier membre de cette 
équation exprime la surface d’un solide engendré par la 
rotation de Tares autour de Taxe des x; et le premier ’ 
membre est le produit de la ligne génératrice par la cir- 
conférence que décrit son centre d’inertie; d’où il suit 
que la surface d’un solide de révolution engendrée par 
pne ligne tournant autour d’un axe, est égale au produit 
de la ligne génératrice par la circonférence que son centre 
d'inertie décrit autour de cet axe. 

Ce résultat s’applique évidemment à un nombre quel- 
conque de lignes droites ou courbes , qui tournent au- 
tour d'un même axe. La quantité de surface engendrés 
par cette rotation est égale au produit de la somme de 
toutes les lignes par la circonférence que décrit leur 
centre commun d’inertie. On suppose que toutes les gé- 
nératrices sont situées d’un même côté de Taxe ; car , s’il 
y en avait de l’autre côté , la proposition énoncée ne 
serait vraie qu’autant qu'on retrancherait la somme des 
surfaces engendrées par les lignes situées d’un côté, de la 
somme des surfaces produites par la rotation des lignes 
situées de Tautré côté. 

En effet, soient s", etc., les arcs de courbe 

situés d’uu côté de Taxe ; r", r*, r'", etc. , les distances 

respectivesdeleur centre d’inertieà Taxe; etc. , 

les arcs situés de l’autre côté de Taxe , et r^, r,,, etc. , 

les distances de leurs centres de gravité au même axe ; on 
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aura par la propriété des centres d’inertie : 

4 +etc. 

— (f,.r, + 4,.r„-f 4,.r, + 4,v.r„, + etc.) 
*=(i'+i"4--s*+i”+, etc., 4-4,-}-4„-4-J,-|-i.»+ etc.)Y , 

Y étant l'ordonnée du centre commun d’inertie de tou» 
les arcs. Donc aussi 

sur/ / 4- -f- ors^r'’, + ett^* ’ 

‘—ar.s/, — !w.4^.r, — ax.s^.r ^ — ■ etc. 

»= 2t( 4' 4- + etc. +5, + i„ + i*+ etc.) Y.' 

Hais ar/s' exprime la surface du solide de révolution 
engendré par la rotation de a' autour de l’axe des a;; d» 
même air/s' exprime la surface du solide de révolution 
engendré par la rotation de 4 " autour du même axe , 
ainsi des autres. D'ailleurs srY exprime la circonférencs 
décrite par Y. Donc 

3srY(ÿ' -{-4'' + 4*+ ete. « otc.) 

égale la somme des surfaces des solides de révoIutioD 
engendrées par la rotation des arcs de courbe situés d’un 
côté de l’axe , moins la somme des surfaces des solide» 
de révolution engendrées par la rotation des ares situés 
de l’autre côté. 

Réciproquement, si on connaissait le centre commun 
d'inertie de toutes les lignes, on aurait la totalité des 
surfaces décrites par leur révolution autour d’un arc , 
«n multipliant la somme des lignes par la circonférence 
que décrirait leur centre commun d’inertie. 

Pour le second cas, c’est-à-dire pour le cas où il s’ agît 
d’avoir Fordonnée Y du centre d’inertie de Faire d’une 


TRAITE 


çourbe , on a trouvé 

Y= Jiy^: 
ajrjydx' 

t 

d’où ütY ,fydx = fry^dx. Mais le second membre de 
cette équation exprime le volume du solide engendré 
par l'aire d'une courbe autour de l’axe des x, et le pre- 
mier est le produit de cette aire par la circonférence 
que décrit son centre d’inertie. Le solide engendré par 
la révolution de l’aire d’une courbe autour d’un axe , 
est donc, égal an produit de l’aire de cette courbe, par 
la circonférence que décrit son centre d’inertie. 

La propriété dont il s’agit a lieu , quelle que soit la 
figure génératrice, et quelle que soit sa situation à l’égard 
de l’axe. Çn effet, soit une figure quelconque composée 
de deux branches CMB , CM'B ( fig. 77 ) ; supposons 
AP=x, PM=^ , PM'=y', il est clair qu’on aura poiur 
l’élément de l’espace représenté par dM, (y' — y)dx , 
et pour la distance du centre d’inertie d'e MM' à l’axe , 

Donc ce que nous avons désigné dans la for-' 

roule générale par dM limy , devient ici {y'— y)- — ~ • dx, 
v'®-— V* 

ou . dx. 


d’où nous conclurons 




aCMBM' 


l’intégrale étant prise dans les limites "convenables pour 
avoir le centre d’inertie de la figure entière. Par con- 
séquent asrY.CMBM'=î»'j 3 ''*dx — T/y®dx. Or, il est 
visible que •xjy’^dx exprime le solide formé par la ré-* 
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Volutîon de la partie supérieure CM'BDD', et que 
}efy‘dx est l’expressio* du solide engendré en même 
tems par la partie inférieure CMBDD'. 

Au reste , ce qui a été dit dans le premier cas , pour 
un nombre indéterminé de figures génératrices , a lieu 
de même dans ce cas - ci. Car , d’une part , chaque 
figure multipliée par la circonférence que décrit son 
centre d’inertie , donne pour produit le volume engendré ^ 
dans sa révolution, et d’une autre, la somme des figures 
multipliée par la circonférence que décrit leur centre 
commun d’inertie, est égale à la somme des produits de 
chaque figure , par la circonférence que décrit son centre 
particulier d’inertie. C’est une suite de ce que la somme 
des produits de chaque figure par la distance de son 
centre d’inertie à l’axe , est égale à la somme des figures 
multipliée par la distance de leur centre commun d’inertie 
au même axe, et que ces distances sont des rayons de 
cercle, lesquels sont proportionnels aux circonférences. 
C’est ce que fait voir évidemment l’équation suivante 
dans laquelle a', a', a", etc., /, r", r*, etc., désignent les 
aires situées d’un côté de l’axe , et les distances respect 
tives de leur centre d’inertie à cet axe; a,,* a, , etc., 
r, , , r, , etc. , les aires situées de l’autre côté de l’axe 

et les distances de leurs centres d’inertie au même axe r 

Y(a + û" ri- a"+ etc., -f- a' -f- -f- -f- etc.) 
E=aV+aV'-|-a*/'+ etc., —ay—a,r—aj^— etc. 

O» 

. 3)rY(a'+o'’-i-a*+ etc., ®*c.) ' 

= 2 *-aV + ^•xd'r" + 2 xa"r‘* -j- etc. 

— Sîrr^a, — 2îrr,c, — etc. 
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Oa peut donc dire qu’en général quel que soit le nombre 
de figures situées dans un même plan, et tournant au- 
tour d’un axe pris à volonté dans ce plan, la somme 
des solides engendrés par leur révolution , est égale à 
la somme de toutes ces figures multipliée par la circon- 
férence que décrit le centre d’inertie de tout le système. 
On suppose que si toutes les figures ne sont pas situées 
d un même côté de l’axe, on a eu l’attention de sous- 
traire la somme des solides engendrés par les figures qui 
sont situées d’un côté , de celle des solides produits par 
les figures qui sont situées de l’autre côté. 

11 suit de là que si on connaissait le centre commun 
d’inertie de toutes les figures génératrices , on aurait la 
somme des solides engendrés par ces figures , en multi- 
pliant la somme de celles-ci par la circonférence que 
décrirait le centre d'inertie du système. 

Réciproquement, si on veut trouver le centre d’inertie 
d’un espace quelconque , on pourra le faire tourner au- 
tour d’un axe pris à volonté, et le solide ainsi engendré 
«tant divisé par le produit de ax et de la surface géné- 
ratrice, donnera pour quotient la distance du centre 
d'inertie à l’axe de rotation. Il faudra ensuite chercher 
la distance du même centre à un autre axe , et le centre 
d'inertie de l’espace proposé se trouvera par là déterminé. 
Il est inutile de faire observer que cette méthode ne 
peut avoir d'application , qu’autant que l'on connaîtrait 
d'ailleurs la mesure des solides. 

Si la ligne ou l'aire génératrice ne fesait pas une ré- 
volution 'entière autour de l’axe , il est clair qu’on trou- 
verait la surface ou le volume qu’engendrerait la rotation , 
en fesant cette proportion ; la circonférence entière 
qu’aurait décrite le centre d’inertie du système , est à la 


DK STATIQUE. 235 

partie de la circonférence réellement décrite I comme la 
totalité de> surfaces ou des solides, qu’aurait produite la 
révolution entière du centre commun d'inertie , est à la 
portion de surface ou de solide réellement produite ; do 
sorte que si le centre d’inertie n’a fait que la moitié > 
ou le tiers, ou le quart, ou, etc., d’une révolution 
entière, on n’aura réellement que la moitié, ouïe tiers, 
ou le quart , ou , etc. , de ce qu’aurait donné une révo- 
lution entière. 

Enfin nous conclurons de ce qui précède , que la mé- 
thode centro'^riqne est renfermée dans ce théorème : 

Toutes les si^ffuces , ou tous les solides qui proviennent 
de la rotation de plusieurs lignes ou de plusieurs surfailil^ 
autour d'un axe pris à volonté , ont pour valeur le prà->‘ 
duit de la somme des lignes ou des aires génératrices 
par le chemin que parcourt le centre commun d’inertie 
de ces lignes ou de ces aires autour de taxe de rotation. 

Pesons quelques applications des propriétés que nous 
venons d'oxpossr, ^v« 

Iv, ' 

Soit un polygone régulier M (fig. 78), on seulement 
symétrique , qu’on suppose tourner autour de l’axe AB ; 
si on fait c égal à son périmètre, et a égal à la per- 
pendiculaire abaissée du centre sur l'axe AB, on aura 
pocc l’expression de la surface engendrée par une révo- 
lution entière S = avoc , et pour celle du volume i 
V = avûi* , 4 * représentant l’aire connue du polygone. 

1 1 . 

Si la figure était une circonférence de cercle, dont le 
rayon CM ( fig. 79) fût égal à 4 , et la distance CP du^ 
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centre à Taxe de rotation, égale à a, on aurait pour la 

surface décrite , 'et pour le solide 

Si la distance CP se confond avec le rayon CM, 
c’est-à-dire, si la rotation du cercle se fait autour de 
sa tangente , alors a = i , la première expression devient 
et la seconde a*^o^. 

III. 

Si on suppose le rectangle CABD (lig. 8o) tourner 
autour du côté AB , en désignant par h sa hauteur et 
par T sa base , on trouvera pour la surface convexe du 
cylindre engendré: ^ 

S = 2 *rà , et pour son volume : ^ , 

ie qui s’accorde avec ce qu’on a vu en géométrie. 

IV. 

Si au lien d’un parallélogramme rectangle , on suppose 
im triangle rectangle tournant autour de AB (Gg. 8i) , il 
formera un cône droit dont la hauteur AB = h , le rayon 
de la base AE = r. On aura pour sa surface S =xrBE ; 
c’est-à-dire que la surface convexe du cône droit est égale 
au contour de la base multiplié par la moitié du côté 6E , 
et sa soliditéV z=\xi^h. 

V. 

Supposons l’arc de cercle MOM' tournant autour de 
son diamètre AB (Gg. 8a). On sait que l’arc MOM' 
engendrera une zône, qui aura pour hauteur MM', et 
pour surface axr.MM', r étant le rayon du cercle. On 
aura donc as-Y.MOM'z^a^r.MM', ce qui donne la 
proportion trouvée ci-dessus : 

MOM' ; MM' :: r : Y. 


Digitized by Google 


DK sTATiQUï. aSy 

De la Chainetle. 

On appelle chaînette ou caténaire , la courbe que forme 
une corde pesante parfaitement flexible attachée par sea 
extrémités à deux poiuts immobiles. 

Quelle que soit la nature de cette courbe , il est évi- 
dent que si les points de suspension M , N étaient dans 
une ligne horizontale, la courbe, à partir du point le 
plus bas , aurait deux branches parfaitement égales et 
symétriques de part et d’autre de la verticale AB (Êg.83). 
JNous prendrons cette verticale ppnr l’axe des abscisses, 
et le point A pour l'origine des coordonnées. D'après ca 
que nous venons de voir, l’équilibre permet de prendre 
sur le cours de la courbe , pourpoints Qxes deux poiuts 
quelconques, les points S et A, par exemple; la partie 
AS restera en équilibre. Soit donc AP = x, PS=_y, 
AS = a; et représentons par pdz la force verticale qui 
agit sur le point S ,^et par a la tension ou la puissance qui 
agit suivant l’horizontale T A ; nous avons vu qu’on pour- 
rait sans troubler l’équilibre , supposer appliquée au point 
de concours T des deux tangentes AT, ST la résul-^ 
tante fpdz , que je représente par TV, des forces ver- 
ticales qui agissent sur chacun des points de la corde AS. 

On aura donc — 

a: fpdz v.dy'.dx-, 

d’où adx — dyfpdz, ou adje — Vdy, 

P désignant la somme de toutes les puissances verticales, 
ou l’intégrale de pdz. Nous supposons ici que les puis- 
sances verticales varient suivant une même loi relative 
à la longueur de l’arc z , de chaque côté de l’axe des 
abscisses. En vertu des principes du calcul différentiel ; 
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nous aurons 




Donc 


dy = 


adz 


V/o* 


dx = 


V.dz 


Ÿa‘+ P* 


Ces deux équations donnent la relation qui existe entra 
les coordonnées et la longueur de la courbe à partir du 
point A. 

Pour faire une application de ces formules au cas le 
plus simple, qui est celui que nous avons en Tue, nous 
supposerons la corde! d'une grosseur et d’un poids uni-^ 
forme dans toute sa longueur. Ainsi , en fesant p = i, 
nous aurons pdz •=zdz-, et P = fpdz = a. _Par consé- 
quent la valeur de dx devient 


dx- 


, zdz 


y' O* + 2-“ * 

dont l’intégrale donne + C= a* z*. Mais lorsque 
x = o, z = o; donc C = a. Dono • - 

\ 

X + a v/a* -f- z“. 


Par conséquent z= + et en difTérentiant 

dz = . dx. La valeur de dy devient donc eu 

V/x*+aax 

fesant les substitutions 

adx 

y' x*-f-2ax 

) >i 

• Pour intégrer cette dernière expression ^ je fais d’aborâ 
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x-{-a = t-, ce quidunne dx = dt-, x*+aax = t*— a% 
•U [/x*-t-aax = — fl*. Donc 

dy = ~^È=. 

Je fais ensuite \/t^ — a' =u~t’, ce qui donne. . 
, U* 4- û® U , a* 

I — “■ — — «4-. •— “t 

âu a au' 


et en difFérentiant, 


a au 


’“«iu M» — n» 

= î — .du. 

au* 


De plus , t/t» — a\ on » — f = !f! £!, Conc 

auj 

adt adu.{u* — g®) __ adu 

,» — g* M ' 


»/t®- 


au*. 


au 


Donc 


y= C4-du=C + d(i-f- — a») 

= C-f cl(x + ti4- t/x^ + aox). 

Mais lorsque _y = o ,-x =: o j donc C = — ala. Oa 
aura donc pour l’équation de la chaînette 

y ^ j J^ + a+l/x®4- aox 

a 

ou , en se ra ppelant que x + c= l/a® -J- *% et 

i/o;® 4- aax = « , 

^=a.lî±J^Z. 


/ 


) 
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La première valeur de donne la relation entre te* 
ordonnées de la courbe; et la seconde, la relation 
entre les ordonnées et la longueur des arcs. En y ajoU'» 
tant réquation 

ar + a = V^a“ -j- Z* ; 


on aura aussi la relation entre les abscisses et les arcs de 
la courbe. 

L’équation 


, V/^ + 2ax 

t =: al - — ■ ■■■- — • 


nous apprend que du côté des x négatives , les y sont 
imaginaires. Ainsi la courbe n'a point de branches au- 
dessous du point A ; mais du côté des x positives , son 
étendue est indéfinie , puisque les abscisses x augmentent 
en même tems que les ordonnées y. 

Si on voulait connaître la tension T de la courbe ait 
point S , on la déterminerait par la proportion 


T:z ;; 1 : 


dx 
dz, ’ 


Elle est donc égale à a , Ainsi 

T = 4- Z* = X -f- a. 

Remarquons en passant que l’équation z= x^ + aox 
fait voir que la chaînette , quoique du genre des courbes 
transcendantes , est rectifiable. 

Quand on connaît les points de suspension de la corde 
avec sa longueur , il faut , pour décrire la courbe quelle 
* forme, connaître la position du sommet A ( fig. 84) , et 

U 
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là valenr a de la tension horizontale. Soient M et N les 
points de suspension ddnnés de position. Jè mène par 
le point M l’horizontale MC, et par le point N la ver- 
ticale CN = BP ; tes droites seront connues. Je repré- 
sente par D la première, et par e la seconde. La lon- 
gueur de la corde , qu’on suppose aussi connue , sera L. 
Cela posé, en faisant AN = z, AM=:z, PN=_y , 
BM=j'', on aura 

Z î= aox-j-x* J *'= V^2a(x-|-c)-t-(x-f-e)® J 


donc z' ou 
% 

L= sajc -h X* -f- \/ ao(x -f- e) -f- (x -f- eV. (o) 
On aura aussi 

, X -1- O -1- V^x^ -h aux ; ÿ 

, 


,x‘-ha + e + {/Cx + ey + aaCx + e)., 

y = al , 

àoncj^-l-y ou • 

1 (x+a+ y' x^+aqx) (x+a^+ (x-f-ej^-f-aaÇx-f e) 

Si les points de suspension M.et N étaient du même côté 
de la verticale, ce seraient, alors x' — z et y — y, qui 
seraient connues. ’ !■ > - 

' Au moyen des équations (n) et (i) , ori tirera les 
valeurs de a et de X; on aura donc l’abscisse qui ré- 
^nd au point de siispeniiion le plus bas, et l’équation 

i 6 


J*'' 
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de la courbe donnera la valeur de l’ordonnée correspon-- 
dante. Ainsi le sommet de la courbe sera par là dé- 
terminé. Rien n’empêche à présent delà décrire, mais 
il est aisé de voir qu’on ne pourra obtenir qu’un résultat 
approché , à cause des quantités logarithmiques qui en- 
trent dans l'équation de la courbe. 

11 suit de ce qui précède, que si on a une suite de petites 
sphères pesantes, dont les centres soient successivement liés 
entr’eux , elles se disposeront pour l’ équilibre de manière 
à former la courbe dont nous venons de donner l’équa- 
tion. Mais si on renverse cette courbe , l’équilibre ne sera 
point troublé , pourvu quelle soit placée dans un plan 
vertical , et que les sphères restent attachées les unes 
aux autres. Car si plusieurs puissances se font équilibre 
èntr’elles, l’équilibre subsistera toujours, si, sans chan- 
ger les valeurs respectives des puissances, on ne fait 
que donner à chacune une direction entièrement oppo- 
eée. Donc l’espèce de voûte que formera cette suite da 
sphères pesantes et contiguës , devra avoir pour l’équi- 
libre la forme de la chaînette. 

Tîemal^u?. Dans le polygone funiculaire . que nous 
avons ^considéré ( 5y ) , ^us avons fait abstraction do 
la pesanteur des cordes qui joignent deux nœuds consé- 
cutifs , et nous les avons supposées en même tems par- 
faitement flexibles ; mais si , dans cette dernière hypo- 
thèse , on veut avoir égard à leur pesanteur , il est clair 
qu’ils ne seront plus tendus en ligne droite j ils formeront 
autant de chaînettes particulières, et les tensions des 
extrémités des cordons se détermineront d'après les piiur*, 

i 
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cipes qne nous venons d’exposer. Si au contraire les 
cordons étaient entièrement inflexibles , on supposerait 
leur masse réunie à leur centre de gravité. Où décompo-* 
serait ensuite le poids de chacun en deux forces verti- 
cales appliquées aux nœuds qu’il unit. Ce cas rentrerait 
dans celui où plusieurs forces seraient appUqnéet à ou 
même nœud. 
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